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VORWORT

Dieses Buch entstand aus einer einsemestrigen einfihrenden Vorlesung mit
drei Wochenstunden. Sie wurde von einem von uns (R.K.) zuerst 1959 an der
Universitdt Erlangen und wihrend der letzten 8 Jahre mehrmals an der Univer-
sitit Gottingen gehalten. Nach zwei Ausarbeitungen dieser Vorlesung, angefer-
tigt 1965 von den Herren Eduardo Gomez und Werner Lauterborn und
1968/69 vom anderen der Autoren (C.M.), gingen wir daran, den Stoff fiir die
Veroffentlichung vorzubereiten.

Die Vorlesung war im Laufe der Jahre gewachsen und wurde immer mehr
abgerundet. Das geschah teilweise, indem der Dozent durch die Fragen der
Studierenden 6fters in Not gebracht wurde und logische Spriinge, Irrtimer und
Fehler bemerkte, teilweise durch neue Anregungen der Literatur. Wir haben
versucht, die benutzten Quellen vollstindig anzugeben. Manchmal war es
schwer zu rekonstruieren, von woher irgendein vor Jahren in die Vorlesung
eingearbeiteter Beitrag kam. Ganz wesentlich war jedoch der Einflu}, den die
Vorlesungsausarbeitung von Arnulf Schliiters ,,Plasmaphysik* (Schliiter 1959)
hatte. Leider kursieren von dieser in geringer Auflage vervielfiltigten Ausarbei-
tung heute nur noch wenige Liebhaberexemplare.

Zur Veroffentlichung fiihlten wir uns ermutigt, weil es am deutschen Bii-
chermarkt unserer Meinung nach keine wirklich einfache Einfilhrung in die
Plasmaphysik gibt. Ferdinand Caps ,,Einfithrung* (Cap 1972) ist dem Niveau
nach wesentlich hoher, und sie geht in ihrer Vollstindigkeit weit iiber das Ziel
hinaus, das wir uns gestellt haben, namlich in méglichst verstandlicher Form
auf die Formalismen der Plasmaphysik und ihre einfachsten Anwendungen
hinzufiihren. Unser Leser braucht nur die Kenntnisse der Elektrodynamik und
etwas aus der Mechanik mitzubringen, um dem Stoff folgen zu kénnen. Vor
die Wahl gestellt, mehr zu bringen und dafiir knapper zu schreiben oder uns in
der Stoffauswahl zu beschrinken, sind wir den letzten Weg gegangen. So muf-
te die Theorie der Elementarprozesse (Ionisationsformeln, Theorie der Zweier-
stofe usw.) ganz wegbleiben. Der Leser findet die notigen Erginzungen zum
Beispiel in Spitzers Buch (Spitzer 1962).

Daf wir die Anwendungsbeispiele fast immer aus der Astrophysik wihlten,
mogen uns unsere Kritiker nachsehen. Der Kardinal Barberini sagt in Brechts
,,Leben des Galilei*: ,,Leider habe ich auch einmal etwas Astronomie gelesen,
das hingt einem an wie die Krdtze.* Wenn es schon Kardinilen so geht, wie
erstuns. ..

Bei der kritischen Durchsicht des Manuskripts und bei der Priifung der For-
meln hat Frl. cand. phys. Margit Jakob wichtige Arbeit geleistet. Wir profitier-
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ten viel bei Diskussionen mit anderen Kollegen; hervorzuheben ist dabei Herr
Dr. M. Stix, der den Abschnitt iiber turbulente Dynamos priifte.

Frau Hildegard Brandt fertigte fast alle Zeichnungen an. Frau Barbara Beyer
und Frau Birgit Krebs schrieben das Manuskript. Und alle gingen auf unsere
wiederholten Anderungswiinsche immer wieder geduldig ein — wir danken ih-
nen herzlich.

Gottingen, 31. 12. 1973 Rudolf Kippenhahn
Claus Mollenhoff
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EINLEITUNG

Mit dem Wort Plasma meint man in der Physik ein vollstindig oder teilwei-
se ionisiertes Gas, also ein Gemisch aus Elektronen, Ionen und neutralen Teil-
chen. In unserer irdischen Umgebung ist die Temperatur so niedrig, die Dichte
der Materie vergleichsweise so gering und das Strahlungsfeld von so niedriger
Energie, daf sich Elektronen und Ionen fast iiberall zu neutralen Atomen ver-
einigt haben. Wegen der niedrigen Temperatur ist ein grofer Teil der neutralen
Atome weiter zu Fliissigkeiten oder zu Festkorpern kondensiert.

So hat es bis ins letzte Jahrhundert gedauert, bis man mit dem Studium io-
nisierter Gase begann. Erst 1928 fithrte der Chemiker Langmuir den Namen
,,Plasma‘‘ ein. Der Physiker Frank-Kamenezki (1963) schreibt: ,,Vom Plasma
sprechen die Physiker erst seit kurzer Zeit, doch gesehen hat es schon jeder
von uns. In dem imposanten Schauspiel, das Blitz und Nordlicht bieten, ist das
Plasma der Hauptakteur. Wer einmal das ,Vergniigen‘ hatte, einen Kurzschlufy
in der elektrischen Leitung zu verursachen, hat ebenfalls mit dem Plasma Be-
kanntschaft gemacht. Der Funke, der von einem Leiter zum anderen iiber-
springt, besteht aus dem Plasma einer elektrischen Entladung in der Luft.
Wenn wir abends durch die Strafien einer Grofistadt spazieren und die Licht-
reklamen sehen, denken wir nicht daran, daf} in den R6hren das Plasma der
Edelgase Neon oder Argon leuchtet. Jeder bis auf eine ausreichend hohe Tem-
peratur erhitzte Stoff geht in den Plasmazustand iiber. Am einfachsten erfolgt
dieser Ubergang bei den Dampfen der Alkalimetalle wie Natrium, Kalium und
besonders dem schwersten unter ihnen, dem Cisium. Eine gewohnliche Flam-
me besitzt eine gewisse elektrische Leitfahigkeit; sie ist — wenn auch in gerin-
gem Mafle — ionisiert, d.h. ein Plasma. Die Ursache fiir diese Leitfahigkeit ist
eine geringfiigige Beimengung von Natrium, das man an der gelben Farbung
der Flamme erkennt. Um aber ein vollstindig ionisiertes Plasma zu erhalten,
bedarf es Temperaturen in der Grofenordnung von mehr als zehntausend
Grad.“

Im Weltall ist die Materie zum groen Teil ionisiert. Elektronen und Ionen
konnen sich frei gegeneinander bewegen, elektromagnetische Krifte bestim-
men bisweilen die Bewegung der Materie stirker als die Schwerkraft. Das gilt
fiir die Sterne selbst wie auch fiir den interstellaren Raum. Vergleicht man die
Materiemengen, so mufl man sagen, da® der ,,Normalzustand** der Materie in
der Welt das Plasma ist; und Materie in ihrer neutralen Form, in der sie unse-
ren Lebensraum bildet, ist die Ausnahme.

Die geladenen Teilchen verleihen dem Plasma so viele neue Eigenschaften
gegeniiber der Materie in der von uns gewohnten Form, daf§ Frank-Kamenezki
(1963) vom Plasmazustand als dem ,,vierten Aggregatzustand* spricht. Im
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Plasma konnen sich durch elektromagnetische Kriifte neue Schwingungsfor-
men bilden. Es besitzt einen von Eins verschiedenen Brechungsindex fur elek-
tromagnetische Wellen. Signale breiten sich daher im interstellaren Medium
mit einer frequenzabhidngigen Geschwindigkeit aus, ihre Polarisationsrichtung
wird auerdem von Magnetfeldern gedreht. Radiowellen geeigneter Frequenz
werden vom Plasma reflektiert. Plasma verhilt sich diamagnetisch, dhnlich wie
bei einem Supraleiter konnen dufiere Magnetfelder nicht ohne weiteres eindrin-
gen. Auf diese Weise werden Plasmaballen in der Korona der Sonne von Magnet-
feldern freischwebend im Gravitationsfeld gehalten oder durch elektromagneti-
sche Beschleunigungsmechanismen in den Raum hinausgeschossen. — Umge-
kehrt behindern Magnetfeldschlauche, die aus der Sonnenoberfliche hervortre-
ten, die konvektive Bewegung der Materie. Sie verringern deshalb den aus dem
Sonneninnern kommenden Energiestrom und bilden die dunklen Sonnenflek-
ken. — Strome von Plasmamaterie konnen wie Dynamos arbeiten und unter
Verbrauch mechanischer Bewegungsenergie ein Magnetfeld gegen die Ohm-
schen Verluste aufrecht erhalten. Ein solcher Plasmadynamo ist auch fir die
Erzeugung des Magnetfeldes der Erde verantwortlich. — Geladene Teilchen,
die im Magnetfeld der Erde gefangen sind, bilden Giirtel um den Erdball. Von
der Sonne ausgeschleuderte Plasmawolken storen das Magnetfeld der Erde,
Teilchen dringen bis in die obere Erdatmosphire ein und erzeugen die Polar-
lichter.

Aus der Fiille der aufgezihlten Beispiele ergibt sich die Bedeutung der Plas-
maphysik fiir die Astrophysik. Deshalb ist in diesem Buch der Schwerpunkt
der Anwendungen auf astrophysikalische Beispiele gelegt. Auf die Bedeutung
der Plasmaphysik fiir Entladungsvorginge und vor allem fiir die kontrollierte
thermonukleare Fusion kénnen wir kaum eingehen.

In den acht Kapiteln dieses Buches werden wir schrittweise die verschiede-
nen Eigenschaften von Materie im Plasmazustand studieren.



Kapitel 1

BEWEGUNG GELADENER TEILCHEN IN
ELEKTROMAGNETISCHEN FELDERN

§ 1. Maxwellsche Gleichungen und die Bewegungsgleichung

Wir beginnen zunichst mit der Zusammenfassung einiger Beziehungen aus
der klassischen Elektrodynamik, von denen wir in diesem Buch immer wieder
Gebrauch machen werden.

a) Das Maf3system

Grundsitzlich werden wir immer im Gaufischen cgs-System rechnen. In die-
sen Einheiten ist die Elementarladung

—e=—4.803 1070 elstat. cgs-Einheiten (cm3/? g!/? sec™).

Die Dimension der elektrischen Feldstérke ist identisch mit der Dimension der
magnetischen Induktion:

[E] = [B] = g/ em™"/% sec™

wobei

1Y% cm™Y2 sec™!=1 GauB (I') = 300 Volt cm™!

In diesem Mafsystem ist dann im Vakuum die elektrische Feldstirke E gleich
der elektrischen Induktion (elektrischen Verschiebungsdichte) D, d.h. E = D.
Ebenso gilt B = H fiir die Beziehung zwischen magnetischer Induktion (magne-
tischer KraftfluRdichte) B und magnetischer Feldstirke H. Eine Vektorgrofie
wollen wir immer durch Fettdruck kennzeichnen: B, wihrend wir ihren Betrag
in der Form |B| = B schreiben.

Die Dielektrizititskonstante und die magnetische Permeabilitit, wie
sie in den Maxwellschen Gleichungen in von Stoffen erfillten Raum auf-
treten, sind ein Ausdruck dafiir, daB mikroskopische Ladungen und Stré-
me in den makroskopischen Gleichungen pauschal in Form von Mate-
rialfunktionen beriicksichtigt werden. Wir werden dagegen alle Ladungen
und Strome in den makroskopischen Gleichungen beriicksichtigen. Wir
behandeln also Felder und Teilchen im Vakuum. Deshalb werden wir durch.
weg D = E und H = B setzen.
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b) Die Maxwellschen Gleichungen

Im Gaufischen cgs-System lauten die Maxwellschen Gleichungen dann

VXE=- 2B, V-B=0,

(1.1)
VXB=%lj+l

E, V-E=4To0.
c

Hier ist j der Stromdichte-Vektor und o die rdumliche Ladungsdichte. Der
Punkt iiber den Grolen symbolisiert die zeitliche Ableitung 9/0z.

¢) Transformationsgleichungen

Wir betrachten zwei Koordinatensysteme K und K', wobei sich K’ relativ zu
K mit der Geschwindigkeit v bewegen moge. Dann gelten zwischen E und B,
gemessen in K, und E’' und B’, gemessen in K', die folgenden Beziehungen:

(1.2) E'=$ [E + ;%(»-E) (y— 1)+clv>< B,
(1.3) B’=$[B+5'-’2-(v-3)(7—1)—clv><E]

mit v = (1 — v?/c?)Y?.

In nichtrelativistischer Naherung, d.h., wenn wir Glieder der Ordnung v?/c?
vernachlassigen, vereinfachen sich diese Gleichungen zu

(1.4 E’=E+clv><B,
(1.5) B’=B—clv><E.

Wir werden immer in der nichtrelativistischen Ndherung rechnen, in der Effek-
te, die proportional zu u/c sind (z.B. Dopplereffekt), noch beriicksichtigt wer-
den, dagegen Effekte, die mit v?/c? gehen (wie etwa die Lorentzkontraktion),
vernachléssigt werden.

d) Bewegungsgleichung

In seinem Ruhsystem K ' spiirt ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes ge-
ladenes Teilchen nur das elektrische Feld. Die nichtrelativistische Bewegungs-
gleichung eines Teilchens der Masse m und der Ladung q im elektrischen und
magnetischen Feld lautet also mit Gl. (1.4)

dv_ r_ l
(1.6) m3; =qF —q(E+cv><B).
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E und B sind jetzt in dem System K des Beobachters gemessen, in dem das
Teilchen die Geschwindigkeit » hat. Das Glied g/c (v X B) heift die Lorentz-
kraft. Die weitere Untersuchung der obigen Bewegungsgleichung wird der Ge-
genstand des ganzen ersten Kapitels sein. Aus Gl. (1.6) lafit sich der Energie-
satz fir ein geladenes Teilchen im elektrischen und magnetischen Feld auf ein-
fache Weise gewinnen: Multiplizieren wir Gl. (1.6) skalar mit v, so erhalten wir:

v B+,
(1.7) mo: - -=qv E+cv (vXB),

und wegen v* (vX B)=0 bleibt
K S
(1.8) 4 (imv )=qF-v.

Das ist der Energiesatz; er hat die gleiche Form wie in der Mechanik, wenn
man als Kraft die elektrische Kraft (Coulomb-Kraft) ¢ E nimmt. Die magneti-
sche Kraft (Lorentzkraft) g/c (v X B) gibt keinen Beitrag zur kinetischen Ener-
gie.

Im nédchsten Paragraphen suchen wir einfache Losungen der Bewegungsglei-
chung (1.6).

§ 2. Einfache Teilchenbahnen

Um zu sehen, wie sich ein aus geladenen Teilchen bestehendes Gas verhilt,
betrachten wir die Bewegung einzelner geladener Teilchen in einem vorgegebe-
nen elektromagnetischen Feld. Die Teilchen selbst betrachten wir als Probe-
korper, vernachlissigen also das von ihnen selbst erzeugte Feld.

a) Gyrationsbewegung

Es sei £ = 0, und B sei homogen und zeitlich konstant. Mit diesen Annah-
men liefert der Energiesatz (1.8) unmittelbar lv| = const. Wir fiihren ein karte-
sisches Koordinatensystem ein, so da r = (x, y, z), v=r= (x, 7, ),

B =(0,0, B). Dann lautet die Bewegungsgleichung nach Gl. (1.6)

2.1 mg-:—,=%v><B

oder in Komponenten:

.._1 .
mx —cBy,
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(2.2) my =-£CLB)€,
mz = 0.

Zunichst folgt durch Integration der z-Komponente:
(2.3) z=a+pt, o« B=const.
z ist eine lineare Funktion der Zeit; in Richtung des Magnetfeldes bewegt sich
also das Teilchen geradlinig und gleichformig. Zur Lésung der iibrigen beiden
Gleichungen von (2.2) fithren wir die Gréfe

_48
(2.4 wg =

ein. Man iiberzeugt sich leicht durch Dimensionsbetrachtungen, daf w, eine
Frequenz ist. Damit lauten die ersten beiden Gleichungen des Systems (2.2)
jetzt

X =wg,

(2.5) )
Y =—wgx.

Durch Einfiihrung einer komplexen Variablen
(2.6) r=x+iy

geht Gl. (2.5) uber in die komplexe Gleichung
(2.7) r=—iwr.

Das ist eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Mit dem Ex-
ponentialansatz

(2.8) r=aexp(iwt)
liefert sie w = — w;,. Die allgemeine Losung ist damit
2.9 r=aexp(—iwgt)+b,

wobei a, b komplexe Konstanten sind.

Durch die Wahl eines geeigneten Koordinatenursprungs kénnen wir b =0
erreichen. Aulerdem wihlen wir den Zeitnullpunkt so, dal 7 zur Zeit t = 0
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reell wird; dann ist auch a reell. Die Gleichung (2.9) beschreibt dann eine
Kreisbewegung in der x-y-Ebene um den Punkt (x = 0, y = 0) mit dem Radius
a und der Kreisfrequenz wg. Die Frequenz wg nennt man Gyrationsfrequenz
oder Larmorfrequenz. Der Kreisbewegung in der x-y-Ebene ist natiirlich noch
die gleichférmige Bewegung in 2-Richtung iiberlagert. Die resultierende Bewe-
gung ist dann eine Spirale. Aus Gl. (2.9) folgt mitb =0

(2.10) f=—iwgaexp(—iwgt).

Mit v, sei der Betrag der Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Magnet-
feld B bezeichnet. Mit

v = irl = a gl

folgt
v _ mcy

2.11 = .
@10 e=0 T = 4B

Die Grofe a heilt Gyrationsradius oder Larmorradius des Teilchens mit der
Ladungq.

Bei vorgegebener Magnetfeldrichtung ist der Umlaufsinn der Gyration (und
damit wg) abhingig vom Vorzeichen der Ladung q. Das ist in Abb. 2.1 darge-
stellt. Fiir negatives Vorzeichen der Ladung gilt die ,,Rechte-Hand-Regel .

B, B,

| T

Linke - Hand - Regel Rechte - Hand-Regel

q>o0 q<o

Abb. 2.1 Gyrationsbewegung positiv und negativ geladener Teilchen im homoge-
nen magnetischen Feld By,.

b)  Zahlenwerte

Im folgenden geben wir alle Zahlenwerte in cgs-Einheiten an. Fiir das Pro-
ton folgt mit ¢ = 4.802 X 107%,m, =1.672 X 1072* und ¢ = 2.998 X 10™°
fur die Gyrationsfrequenz:

(2.12) | wgpl =9.579 X 10° B
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(B in Gauf gemessen.) Fiir Elektronen erhilt man mit m, = 9.108 X 10~28:

(2.13) | weel = 1.759 X 107 B.

Fiir Teilchen der Masse m, welche eine Maxwellverteilung der Temperatur T
besitzen, ist die mittlere Geschwindigkeit

__\/8kT
(2.14) b= \/——ﬂm ,

wobei k = 1.380 X 10716 erg/°K die Boltzmann-Konstante ist. Setzen wir dies
fir v, in die Gleichung (2.11) fiir den Gyrationsradius ein, so folgt

v c 8km
2.15 = = - T2
(2.15) “=Togl ~ 1q1B V=5 ’

also

_ T1/2
(2.16) a=C 7 -

Dabei ist C = 3.53 X 1072 fiir Elektronen und 1.51 fiir Protonen.

Wenn in einem Fusionsreaktor versucht wird, Deuterium in einem Magnet-
feld von 10* I einzuschliefen, dann folgt lwgel = 1.759 X 10! fiir die Elek-
tronen und |w,p| = 4.789 X 107 fiir die Deuteriumionen. Nehmen wir fir un-
seren gedachten Fusionscharakter 7= 107 °K an, so erhalten wir aus Gl. (2.16)
mit C = 2.1 fiir Deuteriumionen a, = 1.11 X 1072, 4, = 0.48 und ap = 0.66.

In der Photosphidre der Sonne hat man in den normalen Gebieten, also auler-
halb der Sonnenflecken, Feldstirken von etwa 1 Gauf. Die Gyrationsfrequen-
zen sind dann

lwgel = 1.8 X 107, |wgp| = 9.6 X 10,

Allerdings spielen in diesem Plasma, das eine Dichte der Ionen und Elektro-
nen von etwa 10'? cm™3 besitzt, die Gyrationsbewegungen keine Rolle, da
die Frequenzen der Stofie viel zu hoch sind. Die Stof3frequenz der Elektronen
miteinander ist etwa 9 X 107 sec™!. Noch ehe ein Gyrationsumlauf beendet
ist, wird also das geladene Teilchen durch Stéfie gestort.

Anders ist dagegen die Situation in der Korona der Sonne. Dort ist die
Dichte geringer (n, = n, ~ 109cm=3), und deshalb sind die Stofe seltener. Au-
Berdem ist dort die Temperatur sehr hoch; auch das verringert die Effektivitat
der Stofe. Man hat dort bei gleicher magnetischer Feldstirke, also bei gleichen
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Gyrationsfrequenzen wie in der Photosphire, nur mehr Stoffrequenzen von
8sec™!.

An den Stellen des Raumes, wo der interstellare Wasserstoff durch einen
benachbarten heifien Stern ionisiert ist, also in sog. HII-Gebieten, hat man
Temperaturen von etwa 10 K. Die Dichte von Elektronen und Wasserstoff-
ionen liegt bei n, =np ~ 1 cm™3, die Feldstirke bei 107 Gauf. Wir erhalten
dann

| wgel = 1.8 X 101, lwepl = 9.6 X 1072,
@, =3.5X 108, a, =1.5X 108

Die Stoffrequenz zwischen Elektronen ist demgegeniiber sehr klein:
9X 105 sec_l; ein Teilchen muf also mehrere Stunden warten, bis es durch
einen Stof aus seiner Gyrationsbahn geworfen wird.

¢) Im Magnetfeld gefangene Teilchen

Die Gyrationsbewegung verhindert, daf} die Teilchen senkrecht zu den ma-
gnetischen Feldlinien entweichen konnen. Man kann auf diese Weise versu-
chen, ein Plasma in ein Magnetfeld wie in ein Gefd} einzuschlieen. Da die
Teilchen lings der Feldlinien frei beweglich sind, muft man noch dafiir sorgen,
daf sie nicht lings der Feldlinien entweichen konnen. Das kann zum Beispiel
dadurch geschehen, dafs man die Feldlinien schliet, etwa indem man einen
magnetischen Schlauch von der Form eines Torus herstellt. Dann hat man aber
kein homogenes Magnetfeld mehr, und die Teilchen beschreiben keine einfa-
che Gyrationsbewegung (vgl. § 3).

Aber auch sonst gibt es Probleme beim Einschlieffen geladener Teilchen in
ein magnetisches Feld: Es ist nicht so, daf} die Bewegung von geladenen Teil-
chen senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld unbedingt auf Raumgebiete
mit den Abmessungen des Gyrationskreises beschrinkt bleibt. Wahrend ein
stoBfreies Teilchen mit seinem Gyrationszentrum beliebig lange an eine Feld-
linie eines homogenen Magnetfeldes gebunden ist, konnen stofende Teilchen
senkrecht zu den Feldlinien diffundieren. Bei jedem Stof dndert ja das Teil-
chen seinen Impuls. Das fiihrt zu einer Gyrationsbewegung auf einem anderen
Kreisbogen. Andert das Teilchen auch noch seine kinetische Energie, so dndert
sich auch der Gyrationsradius (vgl. Abb. 2.2).

d) Gyrationsbewegung und kosmische Strahlung

Die kosmische Strahlung ist ein Strom von energiereichen geladenen Teil-
chen. Es handelt sich dabei hauptsichlich um Protonen, a-Teilchen und schwe-
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B, B, B,

Abb. 2.2 Bewegung geladener Teilchen gleicher Ladung mit Stofien in verschieden
starken homogenen Magnetfeldern (senkrecht zur Zeichenebene).

re Kerne mit Energien von etwa 10° bis 108V (= 1073 bis 10%erg). Sie kom-
men aus allen Richtungen gleichmiBig auf die Erde. Es gelang bisher nicht, ei-
ne Bevorzugung der galaktischen Ebene oder des Zentrums der Milchstrafle
nachzuweisen. Das ist verwunderlich, wenn man annimmt, da die Teilchen
der kosmischen Strahlung in unserer Galaxis — etwa bei Supernova-Ausbrii-
chen — entstehen. Die Erkldrung dafiir ist, da} die Teilchen im Magnetfeld

der Milchstrafle in Gyrationsbahnen gefangen sind und schon lingst ihre
urspriingliche Bewegungsrichtung verloren haben. Die Teilchen gyrieren
und konnen sich nur lings der Feldlinien frei bewegen. Als Beispiel be-
trachten wir Elektronen und Protonen mit einer Geschwindigkeit von

v ~ 0.1 c. (Bei diesen Teilchen miiite man eigentlich die Bewegungsgleichung
(1.6) durch ihre relativistische Form ersetzen. Man miifdte statt der Teilchen-
masse die relativistische Masse nehmen. Mit der klassischen Naherung liegen
wir in unserem Fall immer noch auch quantitativ auf Prozente genau richtig.)
Bei einem galaktischen Magnetfeld von B = 106 T erhilt man fiir die Larmor-
radien @, = 3 X 10!, @, = 1.7 X108cm. Das ist klein im Vergleich zur Dicke
der MilchstraBenscheibe von 102!bis 1022 cm.

Das erklirt aber noch nicht die Isotropie; da die Feldlinien lings der Spiral-
arme der Galaxie ausgerichtet sind, sollte die Tangentenrichtung des lokalen
Spiralarms ausgezeichnet sein. Offensichtlich bewegen sich die Teilchen doch
nicht frei entlang der Feldlinien, sondern werden gestreut, so dal die Vorzugs-
richtung verlorengeht. Die Streuung kann nicht an Atomen stattfinden, denn
die Energien der Teilchen sind so hoch, dafl beim Stof alle zusammengesetzten
Atomkerne zerstort wiirden. Die Streuung geschieht vermutlich an Inhomoge-
nititen des Magnetfeldes. Diese bewirken auch, dafl die Teilchen quer zum
Magnetfeld driften und so langsam die Galaxie verlassen konnen (vgl. § 3). Man
schitzt, da} jedes Teilchen im Mittel 108 Jahre im galaktischen Magnetfeld
gefangen bleibt. In geradliniger Bahn wiirde ein Teilchen die Milchstrafie in
10* Jahren verlassen.
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e) Gyrationsbewegung und zirkulare Polarisation

Die Gyrationsbewegung der Elektronen gestattet es, Magnetfelder an den
Oberflichen von Weilen Zwergen nachzuweisen. Die Gyrationsbewegung
prigt ndmlich der von freien Elektronen ausgesandten Strahlung eine zirkula-
re Polarisation auf. Um das zu veranschaulichen, betrachten wir die Strahlung,
die im Fall ohne Magnetfeld von freien Elektronen ausgesandt wird. Die Elek-
tronen erfahren im Coulombfeld der Ionen eine Beschleunigung und strahlen
dabei Energie ab (Bremsstrahlung).

y
/:/ y. ( s .
’ . . .\‘] .
Y .o . .. X
‘. \\./ \/ . |wget
@80 (b) B= 8B, '

Abb. 2.3 Wegen der Stoe beschreiben die Elektronen auch im feldfreien Fall kei-
ne geradlinige Bahn, sondern einen Zick-Zack-Kurs. (In der Abb. (a) ist
das iibertrieben dargestellt, in Wirklichkeit iiberwiegen die schwachen Ab-
lenkungen.) Bei Anwesenheit eines Magnetfeldes werden die Bahnstiicke
zwischen zwei Stofien zu Kreisbogen (Abb. (b)). In einem mit wge rotie-
renden Bezugssystem dagegen beschreiben die Elektronen wieder gerade
Bahnen (nach Kemp 1970).

Wegen der Stofe an den Ionen beschreiben die Elektronen im Magnetfeld-
freien Raum einen statistischen Zick-Zack-Kurs. Bei jedem Stof werden die
Teilchen in irgendeiner Weise beschleunigt; das hat die Emission linear
polarisierte Wellenziige zur Folge (Bremsstrahlung). Die Polarisationsrich-
tung ist mit der Richtung der Beschleunigung, die das Elektron erfahrt, korre-
liert. Da alle Richtungen gleich wahrscheinlich vorkommen, iiberlagern sich
die Wellenziige zu normalem, unpolarisiertem Licht (Abb. 2.3 a). Um die
Strahlungsleistung eines Elektrons auf seiner Zick-Zack-Bahn zu bestimmen,
mufl man die Bahnbewegung in Fourierkomponenten zerlegen und fiir jede
Frequenz w des Fourier-Spektrums die Abstrahlung bestimmen. Das Ergebnis
ist ein Emissionsspektrum, wie es in Abb. 2.4 dargestellt ist. Der dabei auftre-
tende Parameter 7 ist die mittlere Zeit zwischen zwei Stoflen. (DaB die Strah-
lungsleistung fir hohe Frequenzen konstant und damit die Gesamtabstrahlung
unendlich wird, liegt an der vereinfachenden Annahme, dal die Ablenkung
diskontinuierlich erfolgt. Dadurch werden die hohen Frequenzen bevorzugt.
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Das spielt aber fiir das Folgende keine Rolle.) Zusammenfassend konnen wir
also sagen, dafd man ein kontinuierliches Emissionsspektrum erhilt, das nicht
polarisiert ist.

-—
l/-,_—

Abb. 2.4 Leistung der durch Elektronenstofie erzeugten Bremsstrahlung in Ab-
hingigkeit von der Frequenz.

Wie ist es jetzt, wenn wir ein homogenes Magnetfeld haben, dessen Feldli-
nien parallel zur Beobachtungsrichtung liegen? Dann sind die Bahnen der
Elektronen zwischen zwei Stofen nicht mehr geradlinig; die Elektronen bewe-
gen sich auf Kreisbahnen von verschiedenen Radien. Ihre Winkelgeschwindig-
keit ist dabei gleich der Gyrationsfrequenz wge. Es ist jetzt nicht einfach zu
sehen, welche Wirkung die Bahnkriimmung auf das ausgesandte Licht hat.
(Abb. 2.3 b).

Es gibt aber einen einfachen Trick. Wir setzen den Beobachter zunéchst in
ein rotierendes Koordinatensystem, das mit der Winkelgeschwindigkeit wge
um eine zum Magnetfeld parallele Achse rotiert. Fiir ihn verschwinden alle
Bahnkrimmungen, er sieht wieder Elektronen mit geradlinigen Bahnen, wie in
Abb. 2.3 a dargestellt. Dementsprechend beobachtet er linear polarisierte Wel-
lenziige, gleich verteilt in alle Richtungen. Er beobachtet unpolarisiertes Licht
mit einer Frequenzverteilung wie in Abb. 2.4. Was findet aber ein ruhender
Beobachter? Das wird klar, wenn man einen einzelnen linear polarisierten Wel-
lenzug betrachtet. Man kann sich ihn zusammengesetzt denken aus zwei gegen-
laufig zirkular polarisierten Wellenziigen. Die elektrischen Vektoren dieser bei-
den Wellenziige rotieren in einer zur Ausbreitungsrichtung senkrechten Ebene
mit den Winkelgeschwindigkeiten w und — w; so sieht es der rotierende Beob-
achter. Gehen wir jetzt in ein ruhendes Koordinatensystem, dann rotieren die
beiden zirkular polarisierten Bestandteile unseres linear polarisierten Wellenzu-
ges mit den Winkelgeschwindigkeiten w — wge, — W — wge. Hatte man vorher
zwei gleichartige zirkulare Komponenten des Wellenzuges erhalten, so hat man
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jetzt — als Folge des Magnetfeldes — zwei Komponenten verschiedener Fre-
quenz.

Wenn nun der ruhende Beobachter alle zirkular polarisierten Wellenziige
mift, die er bei der Frequenz w empfingt, dann stammen die Wellen mit + w
von den Wellenziigen, die im rotierenden System die Frequenz w — wj, hat-
ten, die Wellen mit — w kommen dagegen von solchen mit der Frequenz
— W — Wy im rotierenden System. Da im rotierenden System zu verschiede-
nen Frequenzbetrigen auch verschiedene Intensititen gehoren, haben die vom
Beobachter gemessenen zirkular polarisierten Komponenten der Frequenzen
* w nicht dieselbe Amplitude. Sie konnen sich also nicht kompensieren, es
bleibt ein zirkular polarisierter Rest iibrig. Dieser ist proportional zur Feld-
starke.

Dieser Effekt wurde im Dezember 1969 von J. C. Kemp vorausgesagt
(Kemp 1970). Im Juli 1970 wurde die zirkulare Polarisation zum ersten Mal
im Licht eines Weiflen Zwerges gefunden (Kemp, Swedlund, Landstreet, An-
gel 1970). Die Polarisationsmessungen lassen auf eine magnetische Feldstirke
von 107 Gauf an der Oberfliche des Weien Zwerges schlieBen. Inzwischen
hat man die zirkulare Polarisation bei mehreren Weiflen Zwergen nachweisen
konnen, die Feldstirke war dort mit 10% Gauf nicht ganz so hoch (Angel,
Landstreet 1971 a). Es wurden auch periodische Verdnderungen der zirkula-
ren Polarisation beobachtet (Angel, Landstreet 1971 b), die man als Folge der
Rotation des Weiflen Zwerges interpretiert (Periode ~ 1.3 Tage). Inzwischen
ist das Kempsche Modell fiir Emission im Magnetfeld durch exakte quanten-
mechanische Rechnungen noch verbessert worden (Chanmugam et al. 1972).

§ 3. Driftbewegungen

Im Folgenden erginzen wir die Betrachtungen iiber die Larmorbewegung.
Wir lassen elektrische Felder, andere Krifte und Inhomogenititen des Mag-
netfeldes zu.

a) Elektrische Felder

Jetzt sei zusitzlich zum homogenen Magnetfeld noch ein konstantes elek-
trisches Feld vorhanden; der Einfachheit halber sei vorerst E' 1L B. Die Bewe-
gungsgleichung ist (Gl. (1.6))

dv _

1
(3.1) o = 4E+vXB).
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Durch die Substitution

EXB
B2
geht sie dann wegen der Identitit

3.2) w=v—c¢

(3.3) (EXBYXB=BB-E)—E(B-B)=—EB*

iiber in

dw _ q
3.4 mr TG w X B.
Diese Gleichung ist aber mit Gl. (2.1) identisch. Ihre Losung ist die Larmor-
gyration. Die Substition (3.2) entspricht einer Transformation auf ein Bezugs-
system, das sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegt, denn ¢ E X B/B?
ist ein konstanter Geschwindigkeitsvektor.

Fiir einen Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit

EXB

B2

bewegt, ist gemaf} der Transformationsgleichung (1.4) das elektrische Feld
wegtransformiert. Dementsprechend bewegen sich fiir ihn die geladenen Teil-
chen wie im Fall E = 0, also auf Kreisbahnen. Dabei sind Frequenz und Ra-
dius durch unsere alten Gleichungen (2.4), (2.11) gegeben. Im urspriinglichen
Bezugssystem, in dem das Feld E gemessen wird, iiberlagert sich also zur Kreis-
bewegung noch eine Drift des Gyrationszentrums mit der Driftgeschwindig-
keit vp. In die Gleichung (3.5) fiir die Driftgeschwindigkeit gehen m und ¢
nicht ein. Daher driften Elektronen und Ionen mit gleicher Geschwindigkeit
in dieselbe Richtung.

(35) vp = C

Gyration und Drift iiberlagern sich zu einer Schleifenbahn, wie sie in Abb.
Abb. 3.1 dargestellt ist.

E
Vo

o, B
%0

ExB

Abb. 3.1 Die aus Uberlagerung von Gyration und Drift entstehende Schleifenbahn
im Fall gekreuzter Felder. Das Magnetfeld tritt senkrecht aus der Zeichen-
ebene heraus (angedeutet durch kleine Kreise mit Mittelpunkt — den
Blick auf eine Pfeilspitze symbolisierend). Die Schleifenbahn liegt in der
Zeichenebene.
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Wenn E noch eine Komponente parallel zu B besitzt, wird der Fall nicht
wesentlich schwieriger. Man iiberzeugt sich leicht, daf} nach wie vor Gl. (3.5)
die Drift des Gyrationszentrums senkrecht zum Magnetfeld gibt, wihrend das
Gyrationszentrum gleichzeitig parallel zum Magnetfeld die Beschleunigung
q (E * BY)mB erfihrt.

b) Gravitationsfeld

Die obige Betrachtung iiber die Kraftwirkung eines elektrischen Feldes 13t
sich auf den Fall anderer, zusitzlich wirkender Krifte ausdehnen. Wir betrach-
ten als Beispiel geladene Teilchen im homogenen Magnetfeld, die noch unter
dem Einfluf} eines homogenen Gravitationsfeldes stehen mogen. Der Vektor g
der Schwerebeschleunigung stehe senkrecht auf B. Das elektrische Feld moge
verschwinden. In der Bewegungsgleichung (2.1) kommt nun noch die Schwer-
kraft hinzu:

(3.6) m%?v=mg +%vXB.

Das neue Glied m g hat dieselbe Form wie das vom elektrischen Feld herriih-
rende Glied in Gl. (3.1): statt g E steht jetzt m g. Dementsprechend fiihrt die
Transformation

cm gX B
q B
die Gl. (3.6) iiber in Gl. (3.4).
Die Driftgeschwindigkeit ergibt sich daraus zu

3.7 w=0v—

cm gXB
(3.8) vp = T~ ng

Sie ist also ladungs- und massenabhéngig.

Wegen der Ladungsabhingigkeit fiihrt die Drift in einem Plasma zu einem
Strom (Abb. 3.2).

Elektronendrift

P ‘
Protonendrift

Abb. 3.2 Die ladungsabhingige Drift in einem Schwerefeld fiihrt zu einem Strom
im Plasma.
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Hier zeigt sich, wie kompliziert in Wahrheit in einem Plasma die Wechselwir-
kungen zwischen Teilchen und Feldern sind. Der durch die Drift der Teilchen
erzeugte Strom erzeugt wieder ein Magnetfeld, das wiederum die Bewegung
der Teilchen beeinflufit. In diesem Kapitel stellen wir uns noch auf den einfa-
chen Standpunkt, da} unsere geladenen Teilchen nur Probeteilchen sind, das
heifdt, wir fragen, wie sie sich in vorgegebenen Feldern verhalten und nicht,
welche Felder von ihnen wiederum erzeugt werden. Das ist sicher richtig,
wenn die Teilchendichte hinreichend niedrig ist. In den spéteren Kapiteln wer-
den wir uns dann mit dem vollen Problem der Wechselwirkung zwischen Teil-
chen und Feldern befassen.

B, O O
00 O (O o

JaVa.Va.Ya X
NAVAVAYAY S Q
o ©0
B, 8 a<0

Abb. 3.3 Teilchenbahnen im Fall zweier aneinander grenzender homogener Magnet-
felder verschiedener Stérke. In jeder Halbebene sind die Bahnen Kreise
oder Kreisbogen. Der Einfachheit halber sind nur Teilchen gleicher Ener-
gie gezeichnet; Teilchen, deren Bahnen die Diskontinuitétsfliche y = 0
iiberschreiten, filhren eine Driftbewegung aus.

¢) Inhomogene Magnetfelder

Auch Gradienten im Magnetfeld fithren zu einer ladungsabhingigen Drift
der gyrierenden Teilchen. Wir veranschaulichen das mit einem sehr einfachen
Beispiel. Unser inhomogenes Magnetfeld sei unstetig aus zwei homogenen Fel-
dern zusammengesetzt. In einem kartesischen Koordinatensystem x, y, z sei

B =B, =const. firy >0

(3.9) E=0, B=(0,0,B) mit {
B =B, = const. firy< 0

mit B, < B,. Teilchenbahnen, die ganz in dem einen oder dem anderen
Halbraum verlaufen, sind wie bisher einfache Kreise. Anders ist es dagegen mit
Teilchenbahnen, welche die Trennebene zwischen den beiden Halbrdumen
durchstoflen. Der einfachste Fall ist in Abb. 3.3 dargestellt. Ein gyrierendes
Teilchen, das die Ebene senkrecht durchstofit, beschreibt in den beiden Halb-
riumen Halbkreise verschiedener Radien und bewegt sich dadurch entlang der
Trennebene. Die Driftrichtung ist ladungsabhingig; sie ist senkrecht zu der
Richtung, in der sich das Feld dndert. Ohne Beweis geben wir hier die Lésung
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tiir die Driftgeschwindigkeit des Gyrationszentrums fiir den Fall eines differen-
zierbaren inhomogenen Magnetfeldes an. Unter der Voraussetzung, daf} sich
das Magnetfeld iiber die Linge eines Gyrationsradius nicht wesentlich dndert,
d.h., da}

(3.10) laVB| <<B
gilt, betrigt die Driftgeschwindigkeit (Alfvén 1950)

(3.11) vp = g BXVE.

Dabei ist u=m v,2/2B das magnetische Moment, eine Grofe, die in unserem
Feld wihrend der Bewegung konstant bleibt. Das magnetische Moment spielt
fir die Bewegung von Teilchen im inhomogenen Magnetfeld noch eine wichti-
ge Rolle (§ 6).

Der von uns qualitativ behandelte Grenzfall eines unstetigen Parallelfeldes
ist in Gl. (3.11) enthalten.

§ 4. Geladene Teilchen in axialsymmetrischen Magnetfeldern

Im letzten Paragraphen betrachteten wir hauptsichlich die Bewegung von
geladenen Teilchen in homogenen Magnetfeldern; in beliebigen Feldern wer-
den die Bahnen jedoch recht kompliziert. Weitere einfache Aussagen iiber die
Bewegung geladener Teilchen im Magnetfeld kann man aber bei axialsymme-
trischen Feldern gewinnen.

a) Axialsymmetrische Magnetfelder
Wir benutzen Zylinderkoordinaten (s, ¢, 2):

X = s CO8y,

4.1 y = ssing,
z =z,

Dann gilt fiir ein beliebiges skalares Feld ¢ und ein beliebiges Vektorfeld 4

_ (99 1 3¢ 3¢
“42) v _<as’s awaz)’

1 0 10A4 0A
(43) V4= ? '(:)-S-(SAS) + -s‘—a-f + Ez-,
(194, 0A, 34, 04, |3(sA,) 1aAs)
“4) VXA_(S 09 0z > 0z d3s °s 9s s d¢/
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Es sei B = (By, B, B,), wobei wegen der vorausgesetzten Axialsymmetrie
die drei Komponenten nur von s und z abhingen. Ist B, = 0, so heift das Feld
meridional; oft nennt man es auch poloidal. Sind By = 0 und B, = 0, so heif3t
das Feld toroidal. '

Zur Beschreibung eines axialsymmetrischen Magnetfeldes braucht man
nicht alle drei Komponenten des Vektors B anzugeben; es geniigen vielmehr
zwei skalare Funktionen, um das Feld zu charakterisieren. Um das zu sehen,
sei ein meridionales Feld B = (B, 0, B,) gegeben. Allgemein kann man fiir ein
axialsymmetrisches Feld eine Fluifunktion F (s, z) definieren durch

[ 8]

m S - M
45) [ [ B.(s,2)5'dpds’ 2 21 [ B,(s,2) s ds' =21 F(s,2).
00 0

Daraus folgt

S
(4.6) F(s,2) = — | B, (5,2)5 d'.
0

Es ist —27F (s, z) der Fluf in z-Richtung durch eine Kreisscheibe vom Ra-
dius s, die senkrecht auf der durch ihren Mittelpunkt gehenden z-Achse steht.

Aus Gl. (4.6) folgt durch Differentiation nach s:

- _10F
4.7) B, = =S50 -

Wegen V - B=0 folgt aus Gl. (4.3) mit Gl. (4.7):

1 9 1 9*F

(4.8) s 0s (s Bs) = s 0s0z

und daraus durch Integration

_1or 1
4.9) B = S 3z + . c(2).
Da wir Felder ohne Singularititen betrachten wollen, miissen wir ¢ (z) = 0 set-

zen. Also

_ 19oF
(4.10) Bs = s 37"
Damit haben wir ein meridionales axialsymmetrisches, auf der Achse regulires
Magnetfeld durch die Flufunktion F dargestellt:
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(L3 . _ 103F
4.11) B={;3,.0—1 af)‘

Aus Gl. (4.2) und 4.7) folgt:
(4.12) B-VF =0,

d.h., die Vektoren B sind Tangentialvektoren an die Linien F = const. Die Li-
nien F' = const. sind also Feldlinien.

Bezeichnen wir die p-Komponente mit G, so hat B die Form
1 9F L 2r)

s 0z’ s 0§

(4.13) - (

Zur Beschreibung des axialsymmetrischen Magnetfeldes braucht man also
nur zwei Funktionen F (s,z) und G (s, z). Die Beziechung V+* B =0 ist
dann automatisch erfiillt.

Fir das Folgende nehmen wir an, dafl das Magnetfeld in der Form (4.13) ge-
geben sei.

b) Integrale der Bewegung

Es sei E = 0; die kinetische Energie der Teilchen bleibe also konstant. Au-
Rerdem sei das Magnetfeld wie in allen bisher behandelten Fillen zeitunabhin-
gig. Die Bewegungsgleichung lautet dann

dv _ 4

(4.14) m > =~ vXB.

Mit Gl. (4.13) ergibt sich fiir die p-Komponente:

do _1(&15 QLQE)_E_ .
(4.15) m(dt)w_c s 2z 75 as) T s U VE

Bei zeitlich konstanten Feldern ist

oF
(4.16) YR 0
und damit

dF _ oF . -
(4.17) i = a1 +v-VF=v-VF.

Dabei ist dF/d¢ die zeitliche Anderung der Funktion F, die das mit der Ge-
schwindigkeit v fliegende Teilchen erlebt, also die substantielle Zeitableitung.



28 Kap. I. Bewegung geladener Teilchen
Also folgt aus Gl. (4.15)

dv) _ 4 dF
(4.18) m(dt)w T es dt

Aber auch die linke Seite dieser Gleichung i3t sich als eine substantielle Zeit-
ableitung schreiben. Es ist nimlich

(4.19) s (g—;’L = %(s Vy,)-

Beweis:

Es sei r der Ortsvektor, gemessen von einem beliebigen Punkt auf der z-Achse.
Weiterhin seien e, e, die Einheitsvektoren in ¢- bzw. in z-Richtung. Wie man
sich anhand von Abb. 4.1 iiberlegen kann, gilt dann

(4.20) se, = e, Xr.

V4
L

ey ez

0
Abb. 4.1 Zur Veranschaulichung der Gleichung (4.20). Das Vektorprodukt von

ey mit r zeigt in die Richtung von e, und hat die Linge s.
Multipliziert man Gl. (4.20) skalar mit », so erhilt man
(4.21) sU, = (e; Xr)-v.

Wird diese Gleichung nach ¢ abgeleitet, so folgt

d - . Ldv _ (dv
(4.22) ar GU) = (eXv) vt (eXr) -s(dt)w’

wie oben in Gl. (4.19) behauptet.
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Aus Gl. (4.18) und (4.19) folgt dann.

mc d _ Q
(4.23) p 17 (s vy)
und hieraus durch Integration

. =
4.24) SV~ F (s, z) = const.

Damit haben wir ein Integral der Bewegung gefunden. Ein anderes Integral der
Bewegung kennen wir schon von frither: der Energiesatz besagte ja, daf in un-
serem Fall v? konstant ist. Die beiden Integrale der Bewegung sind also

(4.25) I,

Il

4
SV, e F (s, 2),
(4.26) 2= vt

Wie immer sich unser Teilchen bewegen will, es darf an jeder Stelle des Rau-
mes nur solche Geschwindigkeiten annehmen, daf I; und 7, lings der ganzen
Bahn dleselben Zahlenwerte haben. m I, heif3t der verallgemeinerte Drehim-
puls,”2 2 17 ist die Energie. In der Mechanik sind bei der Bewegung eines Teil-
chens in einem axialsymmetrischen Schwerefeld Drehimpuls und Energie kon-
stant. Ist  das Potential des Feldes, dann sind

(4.27) M, = suv,, )

(4.28) My = v*= 2 Y

Integrale der Bewegung. Im mechanischen Fall geht das Feld in das Energiein-
tegral M, ein, in unserem Fall aber in das Drehimpulsintegral 7, .

In § 5 werden wir die beiden hier gefundenen Integrale der Bewegung be-
nutzen, um neue Aussagen iiber die Bewegung geladener Teilchen in axialsym-
metrischen Feldern zu machen.

§ 5. Erlaubte und verbotene Gebiete

Ein axialsymmetrisches Magnetfeld besitze die FluRfunktion F (s, z). Wir
betrachten ein geladenes Teilchen, das sich in diesem Feld bewegt, und seine
beiden Integrale der Bewegung/, , I, . Die Bewegung wird im allgemeinen
recht kompliziert aus Gyration und zeitabhingiger Drift zusammengesetzt
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sein, und es erscheint deshalb von vornherein schwer, Aussagen iiber die Bahn
zu machen. Trotzdem gibt es dank der Existenz der beiden Integrale die Mog-
lichkeit, nachzuweisen, daf das Teilchen gewisse Stellen.des Raumes niemals
erreichen kann. Wir werden im folgenden sogar eine geometrische Konstruk-
tionsvorschrift angeben, nach der man die fiir ein geladenes Teilchen verbote-
nen Gebiete des Raumes bestimmt (Fisser, Kippenhahn 1959).

a) Erlaubte und verbotene Gebiete in der Bildebene

Dazu bilden wir die Punkte (s, z) der Meridianebene in eine neue Ebene ab.
Deren Ordinate sei g F/mc, die Abszisse sei s. Da zu jedem Punkt (s, z) der
Meridianebene eindeutig ein Wert F (s, z) der Fluffunktion gehort, ist die Ab-
bildung eindeutig. Die neue Ebene nennen wir die Bildebene. Der Bahn des
Teilchens in der Meridianebene entspricht nun auch eine Bildbahn in der Bild-
ebene. Wie wir gleich sehen werden, sind die verbotenen Gebiete in der Bild-
ebene von besonders einfacher geometrischer Gestalt.

Aus Gl. (4.25) und (4.26) folgt:

1 q 2
2 = — R
.1) b2 = 3 (1, + - F),
(5.2) v o= I
Wegen v >v?, ergibt sich damit
q 2
i 2 2 + =
(5.3) §2 I (11 mcF) >0
oder
2
(5.4) (11 + LF)2 <$SIL.
mec

Nur dort, wo diese Bedingung erfiillt ist, kann sich das Teilchen aufhalten.
Damit folgt, daB® die Grenze zwischen erlaubten und verbotenen Gebieten
durch ein Geradenpaar in der Bildebene dargestellt wird:

4 p=
(5.5) I+ —= F = 51,

Wo ist nun das erlaubte Gebiet? Wenn man den FluB F festhilt und s gegen
Unendlich gehen laft, so liegt gemiaf Gl. (5.4) fiir hinreichend grofie s das
Wertepaar (g F/mc, s) im erlaubten Gebiet. Daraus schlieBen wir, daB der in
Abb. 5.1 von den beiden Geraden (5.5) eingeschlossene Zwickel mit dem Off-
nungswinkel 2 arc tan I, die erlaubten Wertepaare (g F/mc, s) enthilt. Das In-
nere des Zwickels ist also das erlaubte Gebiet.
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£

(19d) 0

1
—

1

J=0° (Pol) s

Abb. 5.1 Durch F = F (s, 2) it sich jedem Punkt (s, 2) der Meridianebene ein
Punkt im obigen Diagramm zuordnen. Die Ebene des Diagramms ist ein
verzerrtes Bild der Meridianebene. Hier ist die Abbildung fir den in b)
behandelten Fall des Dipolfeldes angegeben. Ein Teilchen, das die Inte-
grale I, I, besitzt, kann nur Raumpunkte erreichen, deren Bilder in dem
schraffierten Gebiet liegen.

b) Das Dipolfeld

Als Beispiel betrachten wir das Feld eines magnetischen Dipols. Sein Poten-
tial 14t sich in der Form

cosd
r2

(5.6) ¢p = —M
schreiben. Dabei ist M das magnetische Dipolmoment (in Gaul cm®), und ¢
bezeichnet den Winkel zwischen dem Ortsvektor und der z-Achse. Mit

V4

_z _ i a_ S
(5.7) cosd = p —————m ; sind = ———\[s_z_l_—zz\

bekommen wir das Potential in Zylinderkoordinaten:

z

(5.8) ¢op=—M m

Die z-Komponente des Feldes errechnet sich dann nach B = —V ¢p zu
0 $p st —22?

(5.9 B, = ~3z7 R

Wir haben in Gl. (5.6) das Vorzeichen des Potentials so gewihlt, da fir s—>0
und z> 0 B, negativ wird (fiir M > 0), das entspricht beispielsweise den Ver-
héltnissen auf der Nordhalbkugel der Erde.
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Schlieflich lautet dann die FluRfunktion des Dipolfeldes

2

03
(5.10) F=M-= sin” 9

(s2+22)3/2 s

wie man leicht durch Nachpriifung der Relation

_ 1 0F
(5.11) B, = s 3s
erkennt. Die Flichen & = const. sind Kegel im Raum:
(5.12) —ﬁ = const. bzw. s* = const. z2.
AL F

¢

(1od) 0

S

¥=30% :
z L

i

Abb. 5.2 Die Konstruktion erlaubter und verbotener Gebiete mit Hilfe des
q F/mc -s-Diagramms fiir ein Dipolfeld. Teilchen, mit den in dieser
Abbildung gewihlten Parametern Iy und I,, kdnnen nicht beliebig nahe

an den Koordinatensursprung herankommen. An den Grenzflichen miis-
sen die Teilchen in p-Richtung laufen, da dort |v| = Ul ist.
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Aus Gl. (5.10) entnimmt man, daf diese Kegel in die Linien F' = const./s der
Bildebene iibergehen. In der Bildebene entsprechen also den Linien ¢ = const.
verzerrte Hyperbeln. Der Polrichtung in der Meridianebene (¢ = 0) entspre-
chen die Achsen der Bildebene. Wegen der Spiegelsymmetrie des Dipolfeldes
konnen wir uns auf 9-Werte im Intervall 0 < 9 < /2 beschrinken. Abb. 5.2
zeigt in der oberen Hilfte die Bildebene zusammen mit einigen Linien

¢ = const. Darunter ist die Meridianebene so gezeichnet, dal man jeden Punkt
des das erlaubte vom verbotenen Gebiet trennenden Geradenpaares punktwei-
se nach unten projizieren und auf diese Weise in der Meridianebene eine Trenn-
linie konstruieren kann. Das erlaubte Gebiet ist durch Schraffur gekennzeich-

q
HTF

0=

Abb. 5.3 In diesem Fall konnen aus dem Unendlichen kommende Teilchen beliebig
nahe zum Dipol vordringen. Man sieht, daf diese geladenen Teilchen nur bei
bestimmten geographischen Breiten auf die Erdoberfliche herunterkommen
konnen. Das ist der Grund dafiir, daf die Polarlichter nur in Zonen be-
stimmter geographischer Breite (den Polarlichtzonen) beobachtbar sind.
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net, das verbotene ist weif} gelassen. In den Bildern 5.3 und 5.4 sind Konstruk-
tionen fiir andere Wertepaare I, I, gegeben. Man erkennt daraus, daB je nach
Wahl der Werte von I, I, topologisch ganz verschiedene Gebietsformen ent-
stehen konnen.

Als Anregung zur Konstruktion von erlaubten und verbotenen Gebieten ist in
Abb. 5.5 das Bilddiagramm fiir das Magnetfeld eines Kreisstromes dargestellt.
Eingezeichnet sind die Bilder der Linien z = const. der Meridianebene.

q
mef

Abb. 5.4 Bei dieser Wahl der Parameter I; und I, kdnnen gewisse Teilchen aus dem
Unendlichen wieder nicht beliebig nahe an den Dipol vordringen. Andere
Teilchen mit demselben veraligemeinerten Drehimpuls und derselben
kinetischen Energie sind in einer Zone nahe beim Dipol gefangen! Diese
Teilchen bilden die weiter unter noch zu besprechenden Strahlungsgiirtel
der Erde (Van-Allen-Giirtel).
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00

Abb. 5.5 Das Bilddiagramm fiir das Magnetfeld eines Kreisstromes, der die Meridian-
ebene bei s = 1, 2 = 0 durchstoft (nach Fisser, Kippenhahn 1959). Die
Bildpunkte der Meridianebene liegen in dem von der dicken Kurve beran-
deten Gebiet der Bildebene. In diesem Gebiet sind Linien 2 = const. ein-
gezeichnet, 2 ist als Parameter angeschrieben.
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§ 6. Das magnetische Moment

Im letzten Paragraphen betrachteten wir die Gebiete in einem axialsymme-
trischen Magnetfeld, die fiir ein vorgegebenes, geladenes Teilchen erlaubt sind.
Man kann jedoch noch mehr aussagen iiber die Bewegung geladener Teilchen
in beliebigen inhomogenen Magnetfeldern. Dazu verhilft uns der Begrift des
magnetischen Moments eines gyrierenden Teilchens.

a) Die Konstanz des magnetischen Moments

Wir betrachteten die Bahn eines Teilchens, das in einem homogenen, lang-
sam zeitlich verinderlichen (dabei aber stets homogen bleibenden) Magnet-
feld B () gyriert. In die folgenden Betrachtungen geht eine eventuelle Parallel-
komponente vy der Geschwindigkeit nicht ein; wir nehmen also an, das Teil-
chen gyriere mit der Geschwindigkeit v, in einer zur Feldrichtung senkrechten
Ebene.

Wenn sich das Feld mit der Zeit dndert, dann bleibt die kinetische Energie
des Teilchens nicht mehr konstant. Wegen B 0 und ¢ V X E = — B wirkt ein
elektrisches Feld, welches das Teilchen beschleunigt. Wenn B(¢) in 2-Richtung
zeigt, liegt die Bahnebene des Teilchens in der x-y-Ebene, und es gilt

(6.1) cf)E-d1=j(vxmzdo=—cif3do=—lci3.

Dabei ist do das ungerichtete Element der von der Bahn umschlossenen Fli-
che, d/ das Linienelement der Bahn, gemessen in mathematisch positiver Rich-
tung (vgl. Abb. 6.1).

B

\r

dl

Abb. 6.1 Die zur Herleitung der Konstanz des magnetischen Moments betrachtete
Bahn eines geladenen Teilchens.

Je nach dem Vorzeichen der Ladung spiirt das Teilchen auf seiner Kreis-
bahn ein elektrisches Feld, das seine Bahngeschwindigkeit erh6ht oder ver-
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langsamt. Mit Anderung der Komponente v, indert sich dann auch der Lar-
morradius, anstatt der Kreisbahn erhalten wir eine Spirale. Wir nehmen das
magnetische Feld als so langsam verinderlich an, da} das induzierte elektri-

sche Feld wihrend eines Umlaufes den Larmorradius nur wenig dndert. Die
Anderung der kinetischen Energie wihrend eines Umlaufs ist

(6.2) 8¢5 vh) = ~1q1pE - di.

B

N

O v@0)
viaco) <1

B

Abb. 6.2 Magnetfeld und Magnetfeldinderung zur Festlegung des Vorzeichens in
Gl. (6.2).

Die Wahl des Vorzeichens in Gl. (6.2) iiberlegt man sich an Hand von Abb.
Abb. 6.2: Wenn — wie gezeichnet — B nach unten weist, zeigt E in die mathe-
matisch positive Richtung. Das Integral auf der rechten Seite von Gl. (6.2) ist
also positiv, die Anderung der kinetischen Energie ist dann fiir Teilchen beider
Ladungsvorzeichen negativ. Die Anderung der kinetischen Energie bei vorge-
gebenem B ist also unabhingig von Ladungsvorzeichen und Masse.

Die Umlaufzeit ist

_2m _ laiB
(6.3) T = P wg = -
Wir approximieren:
5(’”‘2 v}) w
dmooy 27 g bE-ar - 22
(6.4) S @)~ —2—— = —jqI-$E- dl - SF,

dabei wird angenommen, dal der Zuwachs an Kinetischer Energie wihrend
der Zeit 7 gleichmidfig erfolgt.
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Aus Gl. (6.1) und (6.4) folgt schliefllich

d m o2\ _ ma g Wy
(6.5) dt(2vl)— — B lql 5E.
Wir definieren nun das magnetische Moment y:
m, 2
_mad? qlwg U
(6.6) K= 2T B

Gl. (6.5) ldBt sich dann schreiben

i (508) = wgr

(6.7) AR M7

Aus der Definition von u in Gl. (6.6) und aus Gl. (6.7) folgt

duB _ d (m .\ _ dB
(6.8) dt _dz(zvl)_“dt’
daraus folgt aber

du _
(6.9) ir 0.

u ist also im Rahmen unserer Ndaherung eine Invariante der Bewegung!

Gl. (6.9) gilt immer, wenn das Magnetfeld innerhalb des Gyrationskreises hin-
reichend gut homogen und |B| hinreichend klein ist. Der Energiegewinn pro
Umlauf muf so klein sein, dal man noch genihert Kreisbahnen hat.

Wir hatten bei der Herleitung von Gl. (6.9) ein homogenes Feld vorausge-
setzt. Bei inhomogenen Feldern muf8 der Gyrationsradius hinreichend klein
sein, so dal B dem Teilchen wihrend eines Gyrationsumlaufes genahert kon-
stant erscheint. Dann ist Gl. (6.9) immer noch gendhert richtig.

Nach Gl. (2.11) gilt

2
v
(6.10) a* ~ -l—;z—
und nach Gl. (6.6)
vy
(6.11) | m~

Daraus folgt
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(6.12) a?~ 1% oder Ba® = const.

Der Fluf$ durch die vom Gyrationsradiusvektor iiberstrichene Fliche bleibt
wihrend der Anderung des Magnetfeldes konstant.

Abb. 6.3 Bewegung eines Teilchens auf einem nach rechts enger werdenden Feld-
linienschlauch. Wihrend seiner Bewegung umschlieft das Teilchen immer
dieselbe Anzahl von Feldlinien.

Das kann man auch iibertragen auf die Bewegung eines Teilchens im zeitlich
konstanten, riumlich inhomogenen Magnetfeld, wenn v = O ist. Dann ,,er-
lebt* das Teilchen eine zeitliche Anderung des Feldes. Der FluB8 durch das Gy-
rations-Kreisscheibchen bleibt dabei konstant. Das Teilchen bewegt sich also
auf der Oberfliche eines Feldlinienschlauches, der durch den konstanten hin-
durchgehenden Fluf} definiert ist (vgl. Abb. 6.3). Da das Magnetfeld zeitlich
konstant ist, bleibt dann die kinetische Energie des Teilchens konstant, wegen
der Konstanz des magnetischen Moments indern sich aber mv /2 und mv ﬁ/2.
Das ist fiir die folgenden Betrachtungen wichtig.

HIH\\

Abb. 6.4 Die magnetische Flasche. Man denke sich das Magnetfeld axialsymme-
trisch um die 2-Achse. In einem Feld von dieser Form kann man geladene
Teilchen zwischen z; und 2, gefangen halten.
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b) Magnetische Flaschen

Eine Magnetfeldkonfiguration, wie in der Abbildung 6.4 gezeichnet, nennt
man eine magnetische Flasche, da sie die Moglichkeit bietet, Teilchen gefan-
gen zu halten. Dies kann man sich mit Hilfe des Energiesatzes veranschauli-
chen.

Die gesamte kinetische Energie eines Teilchens ist konstant

(6.13) % v = %l (v +v?’) = const.
oder mit Gl. (6.6)
(6.14) Zul =7 v —uB.

2

Dabei wissen wir, dafd u genahert konstant ist. Aus Gl. (6.14) folgt, daf v, null
wird, wenn B den Wert m v / 2u erreicht.

Es sei nun der Einfachheit halber eine magnetische Flasche gegeben, bei
der B fiir festes z jeweils iiber dem Querschnitt konstant sei. Abb. 6.5 gibt B
als Funktion von z wieder. Wenn ein Teilchen von der Mitte der Flasche aus
nach rechts lduft, nimmt v, so lange ab, bis schlielich bei

2

(6.15) ’é’ v = uB

v gleich null wird. Hier kann das Teilchen nicht weiter, seine gesamte kineti-
sche Energie steckt in der Gyrationsbewegung. Von diesem Punkt aus wird das
Teilchen sogar in die Flasche zuriick reflektiert: Die Komponente v}, nimmt

f B
A] 2 A2
my
2u

2

-my?
B M
Biz)
2, E2) ~z

Abb. 6.5 Der Betrag B der magnetischen Feldstirke in Abhingigkeit von z bei
einer magnetischen Flasche. Bei der Bewegung eines Teilchens muf3 G1.
(6.14) gelten. An den Stellen 2 und 2z, ist diese Gleichung nur mitv =0
erfillbar. Das Teilchen kann also nur zwischen den Stellen 2, und 2, hin
und her pendeln.
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wieder zu bis zum minimalen B(z)-Wert, dann nimmt mit zunehmendem B (z)
die Komponente v}, wieder ab, um wieder bei %’ v®> = uB zu verschwinden.

Die Punkte 4,4, in Abb. 6.5 geben die Stellen z; und z, an, iiber die das
Teilchen nicht hinausgelangen kann. Es pendelt also zwischen den Stellen z,
und z, hin und her.

Abb. 6.5 erinnert an Darstellungen in der Mechanik, z.B. an den Oszillator,
bei dem die potentielle Energie iiber der Entfernung von der Ruhelage aufge-
tragen ist. In unserem Falle tritt uB an die Stelle der potentiellen Energie,
wihrend m vnz/ 2 die Stelle der kinetischen Energie einnimmt. Der Grundge-
danke der Uberlegungen ist in beiden Fillen gleich.

Wie kann man die Reflexion an den Umkehrpunkten verstehen? Wenn man
die Verhiltnisse dort genau betrachtet, sieht man, dafl wirklich eine riicktrei-
bende Kraft auftritt, die das Teilchen in die Flasche zuriickwirft (Abb. 6.6).

Abb. 6.6 Zur Reflexion geladener Teilchen am Umkehrpunkt.

Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens positiver Ladung am Punkt 4,
wo v, in die Zeichenebene hineinzeigt, und zerlegen das Magnetfeld B in eine
Komponente B in der Gyrationsebene und eine Komponente B, senkrecht
dazu; sie ist parallel zur z-Richtung. Wegen der Komponente B; wirkt auf das
Teilchen eine Lorentzkraft

(6.16) kK=Zoxp=20y -8 e,

die das Teilchen in das Gebiet niedrigerer Feldstirke (also in die Flasche) zu-
riicktreibt.
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Es gibt Teilchen, die durch den Flaschenhals hindurch kdnnen; das sind z.
B. solche, fir die u = 0 ist, sie bewegen sich einfach lings der Feldlinien. Es
gibt aber auch Teilchen, die nie durch den Flaschenhals konnen, nimlich die,
welche in Abb. 6.5 bei den Stellen z,, z, ihr vy aufgebraucht haben und von
den in den Flaschenhals hinein konvergierenden Feldlinien zuriickgeworten
werden. Welche Teilchen gehen durch, welche sind in der Flasche gefangen?

Wir betrachten zwei zur Achse senkrecht stehende Querschnitte O und 1
(vgl. Abb. 6.7). B sei auf den Querschnitten O und 1 jeweils konstant und habe
dort die Werte By, B,. Weiterhin sei ¢ der Winkel zwischen der jeweiligen Be-
wegungsrichtung des Teilchens und der Achse des Feldes, 9 legt also die Stei-
gung der Gyrationsspirale fest.

Abb. 6.7 Zur Herleitung der Bedingung fiir Reflexion.

Mit den Bezeichnungen in der Abb. 6.7 gilt dann:

Ujo = Vg COS8 Yo, Uy = Uy cos %,
(6.17)
Vip = Ug Sin 00, Vi = U sin 191.

Wir suchen jetzt nach einer Beziehung zwischen den Winkeln ¢4 und 9,.
Wegen Gl. (6.6) und weil u invariant ist, gilt

mvfo m vy m v
=220 _ MY 249 MU 2
(6.18) M B, 2 By sin” 9y 2 B, sin” 9.
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Wegen der Erhaltung der kinetischen Energie (I, ) ist dann vy = v,> = v?, also

Sinzl’o _ Sin201
(6.19) 52 = TEt

Fir vj; haben wir dann

(6.20) v“21 = v? cos®> 9, = v? (1=sin®9,) = v* (1 — %(‘) sin? §).

Wie grofl mufl nun der Winkel & sein, damit das Teilchen gerade noch bei 1
ankommt? Ist der Ausdruck in der Klammer in Gl. (6.20) positiv, so wird das
Teilchen durchgelassen, ist er negativ, so kann es die Ebene 1 gar nicht errei-
chen. Wird der Klammerausdruck zu null, so wird dadurch ein Grenzwinkel 94
definiert:

. B
6.21) sin® 9o = B—‘l’ .

Das ist die Bedingung fiir ¢ dafiir, daf} das Teilchen gerade noch den Quer-
schnitt 1 erreicht,

Teilchen mit 9o < 8" werden durchgelassen,
Teilchen mit 9o > 94" werden zuriickgeworfen.

Gefangene Teilchen haben aber keine lebenslingliche Strafe abzubiiien, auch
wenn fiir sie 99 > 9" ist. Durch StBe konnen sie ihre Richtung und ihre

Energie dndern, und im besonderen kann sich mvf /2 und damit ihr magneti-
sches Moment verringern, dann werden sie vorzeitig aus der Flasche entlassen.

c) Adiabatische Invarianten

Groflen wie das magnetische Moment, die bei langsamer (adiabatischer)
Anderung der duBeren Bedingungen eines periodischen Vorganges konstant
bleiben, nennt man adiabatische Invarianten. Das einfachste Beispiel dafiir
gibt das mathematische Pendel, dessen Fadenlinge / langsam geéndert wird, so
daf der relative Zuwachs der Linge pro Schwingung klein bleibt. Dann gilt fiir
die Gesamtenergie des Pendels (vgl. z.B. Schaefer 1951):

(6.22) U=2mgl (1—cosy) ~2mgly’.
Dabei ist m die Masse des Pendels, g der Betrag der Erdbeschleunigung und ¢

der Auslenkungswinkel. U ist dabei so normiert, da® U = 0 ist im Fall des ru-
henden Pendels. Unter Benutzung der Pendelfrequenz
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_ 1 1/& ;-2
(6.23) v=5- |7 ~1

kann man dann zeigen (Schaefer 1951), dal

(6.24) % = const.

eine adiabatische Invariante ist.

Die Bewegung eines Systems von f Freiheitsgraden werde ganz allgemein
durch die Lagekoordinaten q(¢), k =1, ..., f beschrieben. Wenn die Bewe-
gung in einer Koordinate periodisch ist (mit der Periode IT)

(6.25) gk (1) = qx (¢ +10),

dann gilt unter gewissen Bedingungen (vgl. Burgers 1917), da} das iiber die
Periode genommene Integral

(6.26) $ry dax =1,

eine adiabatische Invariante ist. Dabei ist px die zur Ortskoordinate g geho-
rende Impulskoordinate. Dieses Theorem hat bei der Begriindung der Quan-
tenmechanik eine wichtige Rolle gespielt. Wir beweisen es hier nicht. Wir wer-
den aber zeigen, daf die adiabatische Invarianz des magnetischen Moments
darin enthalten ist, wie auch eine weitere adiabatische Invariante, die bei der
Bewegung geladener Teilchen in Magnetfeldern eine Rolle spielt.

Wir wenden den Adiabatensatz (6.26) auf die in einer magnetischen Flasche
gefangenen Teilchen an. Sie filhren zweietlei periodische Bewegungen aus: ein-
mal gyrieren sie um die Feldlinien, und zum anderen bewegen sie sich zwischen
den beiden Spiegelpunkten hin und her. Fiir jede dieser periodischen Bewe-
gungen gibt es eine adiabatische Invariante.

Setzen wir bei der Gyrationsbewegung ¢ = a ¢, p = mv,, wobei p der
Azimutwinkel lings der Gyrationsbahn und @ ihr Radius ist, dann folgt aus
Gl. (6.26)

27

(6.27) Ly =$pdg= [ muiade.
0

Wegen (vgl. Gl. (2.11))

(6.28) o =10
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ergibt sich dann

21 m?c vl 4T me
1~ |ql B BT T

(6.29) I,

Das ergibt die uns schon aus Gl. (6.9) her bekannte Konstanz des magnetische
Momentes.

Fiir die Bewegung zwischen den Spiegelpunkten setzen wir p = m vy; q ist
die Kurvenlinge auf der Feldlinie. Dann folgt aus Gl. (6.26) und (6.14) eine
zweite adiabatische Invariante

q:
(6.30) I, =2 [ m(* - 2uB/m)'?dq = const,
q.

wobei q,,q, die Werte von g an den Spiegelpunkten sind. Die Periode dieser

Bewegung ist:

q: dq ‘12

(6.31) m=2 f
q1

(v* —2uB/m)y?d
Yy 0

(vgl. auch Chandrasekhar 1960).

Die adiabatische Bewegung geladener Teilchen ist ausfiihrlich in einer Mo-
nographie von Northrop (1963) behandelt.

§ 7. Anwendungen

Bevor wir im nichsten Kapitel zur Magnetohydrodynamik kommen, sollen
hier noch einige Anwendungen unserer bisherigen Theorie fiir die Bewegung
geladener Teilchen im elektromagnetischen Feld besprochen werden.

a) Das Auftreffen geladener Teilchen auf die Erdoberfliche

Das Magnetfeld der Erde ist in erster Naherung ein Dipolfeld, das beschrie-
ben wird durch die in Gl. (5.10) berechnete FluRfunktion:

(7.1) F = Mg sin® 9/s.

Dabei ist Mg = 8:10%° Gaufl cm® das magnetische Dipolmoment der Erde
(Kertz 1969).
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Um festzustellen, unter welchen Bedingungen ein geladenes Teilchen bis
auf die Erdoberfliche vordringen kann, betrachten wir wieder die verbotenen
und erlaubten Gebiete des § 5. Dazu bendtigen wir die Gleichung der Erdober-
fliche im Bilddiagramm.

Die Erdkugel ist gegeben durch
(7.2) Rg sin 9 = s,

wobei Rg der Erdradius ist. Damit wird die Flufunktion auf der Erdoberfla-
che:

7.3) F = Ms*/R} .

Die Erdoberfliche ist also im Bilddiagramm Teil einer Parabel F ~ s? (vgl.
Abb. 7.1).

q
meF
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g : X&0- @
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Erdoberfliche Re 9-=0°"(Pol) s

Abb. 7.1 Die Erdoberfliche wird im Bilddiagramm des magnetischen Dipolfeldes
der Erde auf den Teil einer Parabel abgebildet, das Erdinnere auf das
schraffierte Gebiet. Rg, gibt den Radius der Erde an.

Wir betrachten Teilchen mit festgehaltenem verallgemeinerten Drehimpuls.
Der Offnungswinkel des entscheidenden (,,erlaubten*) Zwickels in der Bild-
ebene wichst mit der kinetischen Energie der Teilchen. Bei zu kleiner kineti-
scher Energie ist der Offnungswinkel so klein, da} das erlaubte Gebiet die in
Abb. 5.4 gezeigte Form erhilt.

Damit ein aus dem Unendlichen kommendes Teilchen einen Punkt 4 der Erd-
oberfliche erreichen kann, muf} jedoch A stetig durch erlaubte Gebiete hin-
durch mit dem Unendlichen verbunden sein. Dazu muf8 im Grenzfall das er-
laubte Gebiet die in Abb. 7.2 gezeigte Gestalt haben. Es gibt dann einen mini-
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Abb. 7.2 Ein Punkt A der Erdoberfliche (bei 70° Poldistanz angenommen) wird
nur dann von Teilchen aus dem Unendlichen erreicht, wenn sie eine ge-
wisse Minimalenergie besitzen. Zur Veranschaulichung konstruiere man
verschiedene “Zwickel” im Bilddiagramm, die A enthalten. Fiir gegebene
Energie (d.h. fiir gegebenen Offnungswinkel des Zwickels) treffen Teilchen
aus dem Unendlichen gerade noch ein, wenn A am oberen Schenkel des
den Zwickel aufspannenden Winkels liegt, wihrend der andere Schenkel
die Bildhyperbel des Aquators im Bilddiagramm gerade beriihrt.

malen Offnungswinkel des Zwickels, nimlich wenn sein unterer Schenkel die
Hyperbel 9 =90° gerade beriihrt. Fiir grofere Teilchenenergien 6ffnet sich
der Zwickel noch weiter, das erlaubte Gebiet erhilt die in Abb. 5.3 gezeigte
Gestalt.

Zu vorgegebenem Drehimpuls konnen nur Teilchen oberhalb einer bestimmten
Minimalenergie zu einem bestimmten Punkt der Erdoberfliache vordringen.
Wie man ferner aus der Abb. 7.2 ablesen kann, ist diese Minimalenergie umso
geringer, je niher am Pol sich der Punkt 4 befindet. Energiearme Teilchen
koénnen die Erdoberfliche oder die unteren Schichten der Atmosphire nur in
polnahen Gebieten erreichen. Deshalb wird das Polarlicht, das durch Auftref-
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fen geladener Teilchen aus dem Sonnenplasma auf die obere Erdatmosphire
erzeugt wird, nur in Zonen hoher geographischer Breite beobachtet. Die Polar-
lichtzonen liegen normalerweise bei ca. 67° nérdlicher bzw. siidlicher geogra-
phischer Breite.

Teilchen hoherer Energie haben ein grofieres erlaubtes Gebiet, sie konnen wei-
ter zum Aquator vordringen. Konsequenterweise sind bei besonders energie-
reichen Sonneneruptionen Polarlichter auch in Zonen niedriger geographischer
Breite beobachtbar. Bei hinreichend hohen Energien der Teilchen kann jeder
Punkt der Erdoberfliche erreicht werden.

Die Betrachtung verbotener und erlaubter Gebiete allein ist nun noch nicht
hinreichend, um zu entscheiden, ob ein Teilchen wirklich auf die Erdoberfli-
che herunterkommen kann. Dabei hilft uns das magnetische Moment u des
Teilchens weiter. Wegen der Konvergenz der Feldlinien zu den Polen hin bil-
det das Feld dort einen magnetischen Flaschenhals. Das Teilchen kann nur
dann weit genug zur Erdoberfldche herunter vordringen, wenn es ein hinrei-
chend kleines magnetisches Moment hat, andernfalls wird es reflektiert.

Abb. 7.3 zeigt die numerisch berechnete Bahn eines Teilchens, das nach
mehreren Reflexionen die Erdobertliche auf einer komplizierten Bahn er-
reicht. Das kann man folgendermafien verstehen: Drehimpuls und Energie des
Teilchens, also I, und I,, sind absolute Konstanten der Bewegung, sie bleiben
bei allen Gyrationen und Reflexionen konstant. Das magnetische Moment u
bleibt konstant, so lange der Radius der Gyrationsbewegung klein gegen den
Kriimmungsradius der Feldlinien ist. Das Teilchen ndhert sich also beim ersten
Anlauf dem Erdpol, kann aber wegen seines ungeeigneten magnetischen Mo-
mentes nicht bis zur Oberflache vordringen. Es wird reflektiert, zuriick in Ge-
biete geringerer Feldstirke. Dort ist der Gyrationsradius nicht mehr klein
gegen die rdumliche Ausdehnung des Feldes. Das Teilchen kann also jetzt
sein magnetisches Moment dndern und einen zweiten Anlauf mit verdn-
dertem u versuchen. Die Bahn des Teilchens ist dann eine andere, muf,
aber natiirlich noch in demselben erlaubten Gebiet liegen. Bei dem in
Abb. 7.3 gezeigten Fall erreicht das Teilchen erst beim 9. Anlauf die Erd-
oberfliche, nachdem es jedesmal weit draufien sein magnetisches Mo-

Abb. 7.3 Numerisch berechnete Bahn eines geladenen Teilchens im Erdmagnetfeld.
Die untere Abbildung zeigt die Projektion der Bahn in die Aquatorebene.
Der gestrichelte Verlauf soll andeuten, daf sich das Teilchen unterhalb
dieser Ebene befindet. Der komplizierte Bahnverlauf wird besonders deut-
lich wenn — wie im oberen Diagramm — die Meridianprojektion der Bahn
gezeichnet wird. Die Nummern geben jeweils entsprechende Bahnpunkte
in den beiden Zeichnungen wieder (nach Liist, Schliiter, Katterbach 1956).
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ment gedndert hat. In der Realitdt kénnen die Teilchenbahnen im Erdfeld al-
so sehr kompliziert sein.

b) Gefangene Teilchen im Magnetfeld der Erde, Van-Allen-Giirtel

Oben betrachteten wir Teilchen, die sich aus dem Unendlichen der Erde ni-
hern; das erlaubte Gebiet erstreckte sich also von der Erdoberfldche bis ins Un-
endliche. Bei der Konstruktion dieser Gebiete in § 5 sahen wir, daf es fiir be-
stimmte Kombinationen von /; und I, auch abgeschlossene erlaubte Gebiete
gibt. Ein geladenes Teilchen, das in so einem Gebiet ,,geboren‘* wird, z.B.
durch Ionisation eines neutralen Teilchens, kann dieses Gebiet nicht mehr ver-
lassen. Wenn sein magnetisches Moment nicht klein ist, kann es auch nicht oh-
ne weiteres den Erdboden erreichen. Auf diese Weise kann das Dipolfeld der
Erde geladene Teilchen speichern.

Van Allen fithrte 1952 erste Messungen durch, die auf eingefangene Teil-
chen im Magnetfeld der Erde schlieffen lieen. 1957 wurde in Sputnik II ein
geringer Anstieg der Zdhlrate des Geigerzihlers gemessen, 1958 in Explorer I
ein starker Anstieg der Zahlrate bis zur Ubersittigung des Zahlrohres. Weitere
Messungen haben ergeben, dafl es Zonen stark erhdhter Teilchendichte um die
Erde herum gibt. Grob gesagt kann man zwei derartige Zonen unterscheiden,
die sich giirtelformig im Abstand von einigen Erdradien in der Aquatorebene

75°N  60°N 45°N 30°N
7

~
75°s  60°S 45°S 30°s

Abb. 7.4 Schematischer Schnitt durch den Van-Allen-Giirtel. Die ausgezogenen
Kurven sind Linien konstanten Teilchenflusses fiir energiereiche Protonen
(> 30 MeV), die punktierten Linien stehen fiir energiearme Protonen
(0.1 — 5 MeV). Der Teilchenflu hat zwei relative Maxima, die einem
inneren und einem duferen Strahlungsgiirtel entsprechen (nach Kertz
1971).
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um die Erde erstrecken. Ein Schnitt durch diese ,,Van-Allen-Giirtel* (,,Van
Allen Belts*) ist in Abb. 7.4 fiir die Protonen und in Abb. 7.5 fiir die Elektro-
nen schematisch wiedergegeben. Eingezeichnet sind jeweils Linien konstanten
Teilchenflusses. Die Van Allen-Giirtel bestehen vor allem aus Protonen, Elek-
tronen und einer geringen Anzahl von Heliumkernen.

75°N  60°N 45°N 30°N

Abb. 7.5 Linien konstanten Teilchenflusses fiir Elektronen. Die ausgezogenen Kur-
ven gelten fiir Elektronen hoher Energie (> 1.6 MeV), punktierte Linien
fir niedrige Elektronenenergien (0.04 — 1 MeV) (nach Kertz 1971).

X AN ceveen
75°s  60°S 45°S 30°s

Der Innere Giirtel besteht aus hochenergetischen Teilchen (Protonen der
Energie = 30 MeV, Elektronen der Energie 2 1.6 MeV) von annihernd kon-
stanter Teilchendichte, wihrend der dufere Giirtel aus relativ energiearmen
Teilchen (< 1 MeV) besteht. Der dufiere Giirtel ist starken Schwankungen im
Zusammenhang mit der Sonnenaktivitidt unterworfen: Die bei einer Sonnen-
eruption ausgestoflene Plasmawolke deformiert die Magnetosphire der Erde
und damit auch den dufieren Van-Allen-Giirtel.

Die Bewegung der Elektronen und Protonen in den Strahlungsgiirteln setzt
sich aus mehreren Komponenten zusammen:

1) Die Gyrationsbewegung um die Magnetfeldlinien. Fiir Elektronen ist die
Gyrationsperiode je nach ihrer Energie 1076 bis 1072 sec, fiir Protonen
2X 1072 bis 2 sec.

2) Die Hin- und Herbewegung in Nord-Siidrichtung zwischen zwei polaren
Spiegelpunkten. Da das Dipolfeld zu den geographischen Polen hin konver-
giert, bildet es dort fiir die gyrierenden Teilchen eine magnetische Flasche.
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Nach den Betrachtungen des letzten Paragraphen wird das Teilchen dort re-
flektiert; es bewegt sich auf Spiralbahnen um die Feldlinien zuriick, bis es zur
Reflexion auf der anderen Halbkugel der Erde kommt. Die Perioden dieser Os-
zillationen liegen je nach Energie und magnetischem Moment der Teilchen
zwischen 0.1 und 0.6 Sekunden (Abb. 7.6).

Abb. 7.6 Die geladenen Teilchen der Strahlungsgiirtel gyrieren in Spiralbahnen um
die Feldlinien und werden stindig zwischen den beiden Spiegelpunkten
hin und her reflektiert.

3) Die Driftbewegung in geomagnetischer Linge. Diese Bewegung rithrt vor al-
lem daher, daf die sich in Nord-Siidrichtung lings der Feldlinien bewegenden
Teilchen infolge der Krimmung der Feldlinien eine von der Erde weggerichte-
te Fliehkraft spiiren. Der Etfekt ist derselbe wie bei einem Schwerfeld (vgl. § 3):
es gibt eine ladungsabhingige Drift senkrecht zum Magnetfeld und zur Flieh-
kraft, also im wesentlichen eine Drift in geomagnetischer Linge. An Hand der
Richtung des Erdmagnetfeldes kann man sich leicht iiberlegen: Die positiv ge-
ladenen Teilchen driften westwirts um die Erde, die Elektronen ostwirts. Bei-
de Driftbewegungen zusammen ergeben einen westwirts gerichteten elektri-
schen Strom um die Erde. Die Umlaufsperioden der Teilchen um die Erde lie-
gen zwischen 0.3 und 24 Stunden.

Nun sind die Teilchen in den Strahlungsgiirteln nicht absolut gefangen:
Wenn der Winkel ihrer Bewegungsrichtung zum Magnetfeld klein genug ist,
konnen sie durch die Flaschenhilse am Pol auf die Erdoberfliche entweichen
(vgl. § 6). Durch Zusammenstof3e werden die gefangenen Teilchen gestreut
und ein Teil von ihnen wird dabei in eine Bewegung nahezu in Richtung der
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Feldlinien gebracht. Sie konnen in die Erdatmosphire entweichen. Das ist ei-
ner der Prozesse, durch die den Strahlungsgiirteln Teilchen verloren gehen. Die
Nachlieferung kann zum Beispiel durch Neutronen erfolgen, die beim Auftref-
fen der kosmischen Strahlung auf die Erdatmosphire entstehen. Ein Teil von
ihnen fliegt nach aufien, ungehindert durch das Erdmagnetfeld. Wenn sie in
Protonen und Elektronen zerfallen, bleiben die Spaltprodukte dann im Feld
hidngen. Zum anderen diirften auch die Plasmawolken, die bei Sonneneruptio-
nen ausgeschleudert werden, die Strahlungsgiirtel mit Teilchen versorgen.

Eine eingehende Behandlung der Bewegung geladener Teilchen im Magnet-
feld der Erde findet man z.B. bei W. Kertz (1971).

¢) Kiinstliche Strahlungsgiirtel

Zur genaueren Erforschung der Physik der Strahlungsgiirtel wurden in der
Vergangenheit (1958 und 1962) von den USA und der USSR mehrere Atom-
und Wasserstoffbomben in grofler Hohe (200 — 500 km) geziindet. Die bei der
Explosion frei werdenden Teilchen erhohten die Intensitdt der Korpuskular-
strahlung in und zwischen den Giirteln. Schon nach einigen Sekunden breite-
ten sich die Teilchen ldngs der Feldlinien aus, und in weniger als einer Stunde
drifteten sie um die Erde herum und bildeten eine Schicht geladener Teilchen.
Die sich ausbildenden kiinstlichen Strahlungsgiirtel waren zum Teil iiber meh-
rere Wochen hinweg stabil. Schon Sekunden nach der Explosion beobachtete
man in Zonen, die ungefdhr auf derselben geographischen Linge wie der Ex-
plosionsort lagen, starke kiinstliche Polarlichter. Sie wurden durch Teilchen
erzeugt, die nicht im Magnetfeld der Erde gefangen waren und deshalb in tie-
fere Schichten der Atmosphire eindringen konnten (Hess 1972).



Kapitel I1
MAGNETOHYDROKINEMATIK

In Kapitel I betrachteten wir die Bewegung einzelner geladener Teilchen in
elektromagnetischen Feldern. Dabei haben wir die von den Teilchen hervorge-
rufenen Ladungsanhiufungen und Strome vernachlassigt, die wiederum die
Felder beeinflussen, in denen sich die Teilchen bewegen. Jetzt ‘wollen wir nun
nicht mehr einzelne Probeteilchen betrachten, sondern das Plasma als Ganzes
in seinen Wechselwirkungen mit elektrischen und vor allem magnetischen Fel-
dern studieren. Die einfachste Niaherung dazu ist die Magnetohydrodynamik.
Wir werden hier zundchst noch eine Einschrinkung machen und in der Wech-
selwirkung zwischen Materie und Feld Kraftwirkungen vernachlissigen. An-
statt die Bewegungsgleichung fiir die Materie zu 16sen, geben wir das Ge-
schwindigkeitsfeld der Materie vor. Wir treiben also noch keine Dynamik, son-
dern nur Kinematik. Deshalb nennen wir dieses Kapitel Magnetohydrokinema-
tik.

§ 8. Naherungsannahmen und Voraussetzungen

Man kann ein elektrisch leitendes Gas dadurch beschreiben, day man die
Gleichungen der Gasdynamik, also Bewegungsgleichung und Kontinuitatsglei-
chung, mit den Maxwellschen Gleichungen verkniipft. Wie wir spater sehen
werden, erfafdt diese ,,Magnetohydrodynamik* nur einen Teil der Phinomene,
die in Plasmen auftreten kénnen. Man spricht daher besser von der magneto-
hydrodynamischen Niaherung.

Bei der Verkniipfung von Gas- und Elektrodynamik wollen wir einige ver-
einfachende Annahmen machen, die im Folgenden beschrieben werden:

a) Kleine Geschwindigkeiten

Es werden stets Geschwindigkeiten der Materie betrachtet, die gegen die
Lichtgeschwindigkeit klein sind, es sei also immer

(8.1) =y <1

S|

Aufierdem sollen alle zeitlichen Anderungen des Feldes klein sein im fol-
genden Sinne: Es sei A irgendeine Feldgrofie. Dann kann man die Ableitungen
nach Ort und Zeit abschidtzen gemif:
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(8.2) L’ 'at ~

ox T

Dabei sind L eine charakteristische Linge und 7 eine charakteristische Zeit, in

der sich jeweils die Grofle A um ihren eigenen Betrag dndert. Man kann nun
L

(8.3) 7~ Vph

als die Phasengeschwindigkeit der Anderung der Feldgréfe A definieren. Wir

nehmen dann an, daB fiir alle unsere Feldgrofien stets gilt

Loh

(8.4) 2

=4 < 1.

Die Phasengeschwindigkeit soll also stets sehr klein gegen die Lichtgeschwin-
digkeit sein; deshalb werden elektromagnetische Wellen in dieser Ndherung
nicht auftreten.

b) Leitfihigkeit

Es wird grundsitzlich nur sehr gut leitende Materie betrachtet. Dann kon-
nen sich keine starken elektrischen Felder ausbilden. Es sei also stets

8.5) % =a <1

Das sind — zusammen mit der weiter unten gegebenen Form des Ohmschen
Gesetzes — die Voraussetzungen der magnetohydrodynamischen Niherung.
Sie ist eine Theorie, die linear in den kleinen Gréfien a, 8, 7y ist, in der also alle
Glieder von zweiter und hoherer Ordnung in ¢, 8 und 7y vernachléssigt werden.

Die Transformationsgleichungen (1.4) und (1.5) gehen unter den obigen
Voraussetzungen iiber in

(8.6) E =E+ cl vXB,
(8.7) B' = B,

dain Gl (1.5) |v X E/c|~vE/c= +~-a B vernachldssigt wird. Das System der
ersten Maxwellschen Gleichungen

|

I

!
=

(8.8) VX E =
(8.9) V-.B

I
o

bleibt erhalten; in der Gleichung
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_4m o1
(8.10) VXB =T+

E

dagegen kann das zweite Glied rechts, der Verschiebungsstrom, vernachlissigt
werden. Zur Abschitzung approximieren wir |V X B| durch B/L und | E |
durch E/7 und finden

(8.11) T + Pl
Multiplikation mit L liefert mit GI. (8.3)

; v
(8.12) Bwi—ﬂjL+cLh-a°B.

Das zweite Glied auf der rechten Seite ist von der Gréfenordnung « * 8, kann
also vernachldssigt werden. Das erste Glied mufl dann von derselben Grofien-
ordnung wie B sein. Das System der zweiten Maxwell-Gleichungen geht in un-
serer Naherung also iiber in

(8.13) vx3=ic11j,
(8.14) V-E=4To.

Diese eingeschrinkte Maxwell-Gleichungen liefern eine nicht-relativistische
Elektrodynamik, die nur fiir gute Leiter (£ < B) gilt.

In einem Plasma spielen vor allem Strome und Magnetfelder eine Rolle,
elektrische Felder und Ladungen dagegen kdnnen als kleine Storungen be-
trachtet werden. Rein formal konnte man ebenso eine nicht-relativistische
Elektrodynamik aufstellen, die nur fir gute Isolatoren gilt. Da dort nur
schwache Strome fliefen, hdtte man B < E. In einem solchen System wiirden
E und o die Hauptrolle spielen, wihrend B und j als kleine Stérungen betrach-
tet werden konnten. Aber dieser Fall interessiert uns hier nicht.

¢) Ohmsches Gesetz
Das Ohmsche Gesetz lautet

(8.15) j = \E,

wobei A [sec™!] die Leitfahigkeit, eine Materialkonstante ist. Als eine weitere
Voraussetzung der magnetohydrodynamischen Naherung fordern wir nun, dafl
das Ohmsche Gesetz im lokalen Ruhsystem des Plasmas immer in der Form
(8.15) gelten soll. Das bedeutet: Gegeben sei ein Bezugssystem K, in dem ein
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Beobachter ruht. Ein Plasma bewege sich mit der Geschwindigkeit » in bezug
auf den Beobachter. In seinem Ruhsystem K’ soll dann gelten

(8.16) i = \E,

wobei die Striche die im System K’ gemessenen Gréfen charakterisieren sol-
len.

Wie sieht das nun im System K aus? A kann als Materialkonstante nicht
vom Bezugssystem abhingen. Weiterhin ist j' = j, da gemi Gl. (8.7) und
(8.13) gilt

o! ! ! 4 .
(8.17) ATy —v'xp = vxp =L

wihrend sich E nach Gl. (8.6) transformiert.

Dann lautet das Ohmsche Gesetz im System K

(8.18) i= NE + cl v X B).

Wenn wir nun ein Gas haben, das sich beliebig bewegt, dann kann man an
jeder Stelle ein lokales Bezugssystem K einfithren und von diesem aus das lo-
kale Ohmsche Gesetz (8.16) auf einen Beobachter in einem System K trans-
formieren. Damit folgt, daf das Gesetz (8.18) die Beziehung zwischen Strom
und Feldern in dem System wiedergibt, in dem die Bewegung des Gases durch
das (moglicherweise orts- und zeitabhingige) Vektorfeld v beschrieben wird.

§ 9. Ein Anfangswertproblem

In § 8 haben wir gesehen, daf wir im Rahmen unserer Niherungen die fol-
genden Gleichungen haben:

©.1) VX B ="

(9.2) v><E=—clB,

(9:3) V- B=0,

(9.4) j = A(E+clv><3).
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Dazu kommt noch die Gleichung V * E = 41o. Sie gestattet, aus E die
Raumladung o zu berechnen. Da o in den anderen Gleichungen nicht auftritt,
hat diese Gleichung keine Riickwirkung auf unser System. Wir wollen sie da-
her hier fortlassen.

Zu den elektrodynamischen Gleichungen (9.1) bis (9.4) kommen noch me-
chanische hinzu, welche die lokale Impuls- und Massenerhaltung ausdriicken;
sie bestimmen das Geschwindigkeitsfeld v. Wir konnen jedoch auch schon aus
den Gln. (9.1) bis (9.4) wichtige Schliisse ziehen. Dazu denken wir uns das
Geschwindigkeitsfeld v vorgegeben. Wir kdnnen dann fragen, wie sich Strome
und elektromagnetisches Feld in diesem Geschwindigkeitsfeld verhalten. Un-
ser Gleichungssystem (9.1) bis (9.4) gestattet, das folgende Anfangswertpro-
blem zu 16sen:

Gegeben sei die riumliche Struktur des elektrischen und magnetischen Fel-
des fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢,

9.5) Ey = E(r,t0), Bo = B(r,ty), (V*By=0)
sowie ein Geschwindigkeitsfeld

(9.6) v=ov(t), t=t,.

Dann ist das elektromagnetische Feld fiir alle Zukunft festgelegt:

9.7) E=E(rt), B=B(rt), j=j1), t=t.

Wir wollen hier keinen allgemeinen Beweis dafiir angeben. Wir wollen nur
plausibel machen, wie aus den durch Gln. (9.1) bis (9.4) fiir den Zeitpunkt #,
vorgegebenen Funktionen die Vektorfelder E, B und j fir den Zeitpunkt ¢,+d¢
folgen. Da man dann die gleiche Schlufweise fiir einen nidchsten Zeitschritt
machen kann, wird klar werden, dal damit das elektromagnetische Feld in un-
serem Problem eindeutig determiniert ist.

Aus GL. (9.2) folgt
(9.8) B(r,to) = —c VXE(r,to)
und damit

9.9) B(r,to+dt) = B(r, ty) + B(r,t,) dt.
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B war am Anfang divergenzfrei, es behalt diese Eigenschaft bei, da der hinzu-
kommende Anteil wegen Gl. (9.8) divergenzfrei ist. Aus B kénnen wir die
Stromverteilung nach Gl. (9.1) bestimmen:
£
4m

und iiber das Ohmsche Gesetz Gl. (9.4) auch das elektrische Feld

(9.10) j@r,to +do) = VXB(r,ty +do),

©.11) E(r, to +dt) = %j(r, to + df) — cl o (r, to+d1) X B (r, to+d?),

daja wo(r,to +df) gemiB Gl (9.6) vorgegeben war. Damit ist alles gezeigt.

Wir fragen hier nicht, wodurch v bestimmt wird; wir geben das Geschwin-
digkeitsfeld vor und fragen, wie das elektromagnetische Feld in unserem lei-
tenden Gas darauf reagiert. Wir betreiben ja ,Magnetohydrokinematik*, wie
schon in der Einleitung zu diesem Kapitel betont wurde.

Die folgenden drei Paragraphen werden wir diesem vereinfachten Problem
widmen. Zum vollen Gleichungssystem der Magnetohydrodynamik kommen
wir dann in Kapitel III. Dann werden wir die Kontinuititsgleichung und die
Bewegungsgleichung hinzunehmen und beriicksichtigen, dal das elektroma-
gnetische Feld Krifte auf das aus geladenen Teilchen bestehende leitende Gas
ausiibt.

§ 10. Magnetfelder in bewegter Materie

Mit dem Gleichungssystem des letzten Paragraphen lafit sich einer der
schonsten, das Leben des Magnetohydrodynamikers vereinfachenden Aspek-
te herleiten: das ,,eingefrorene** Magnetfeld. Es geht dabei wieder um das
Problem: Was geschieht mit dem elektromagnetischen Feld in einem gut lei-
tenden, bewegten Medium? Gegeben sei also ein Magnetfeld zu einem festen
Zeitpunkt B (r, to) sowie die Geschwindigkeit v (r, ¢). Welche Aussagen las-
sen sich dann iiber das zukiinftige Verhalten des Feldes machen?

a) Der magnetische Fluf durch eine fliissige Linie

Wir betrachten den magnetischen Fluf ¢ durch eine Fliche f, die von ei-
ner geschlossenen Kurve C berandet sei. Die Kurve C sei an die Plasmamaterie
gebunden, d.h., sie bewege sich mit den sie bildenden Teilchen mit. Solch eine
Kurve nennt man eine ,,fliissige Linie*‘. Auf der geschlossenen Kurve C legen
wir ein Linienelement d/ fest. Die Umlaufsrichtung von dl ist dabei beliebig,
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wird aber wihrend der folgenden Betrachtung festgehalten. Weiterhin ordnen
wir der Fliche f ein gerichtetes Flichenelement df zu in der Weise, daf df je-
weils senkrecht auf f steht und so gerichtet ist, dafl es mit der Umlaufrichtung
von d/ ein Rechtssystem bildet. Wir definieren dann den magnetischen Fluf3
durch f gemifd

(10.1) ¢ = fB— daf .
7

Die magnetische Flufunktion F, die wir in § 4 kennenlernten, ist ein Spezial-
fall der Funktion ¢ fur axialsymmetrische Magnetfelder.

Abb. 10.1 Die fliissige Linie C iiberstreicht in der Zeit dt eine Mantelfliche M, de-
ren (gerichtetes) Flachenelement v X d I ist; die Flichenelemente der
Deckflichen f1, f, seien mit d fy, d f, bezeichnet.

Wir verfolgen nun die Kurve C wihrend eines Zeitintervalles d¢. Der Index 1
charakterisiere den Beginn, der Index 2 das Ende von dt (Abb. 10.1).
Man hat dann zwei geschlossene Linien C, C,, welche jeweils die Flichen f;,
f> umschliefen. Die von den Kurven C; und C, umrandeten Flichen f; und
f> sind nicht eindeutig festgelegt. Da es uns nur auf die Berechnung des magne-
tischen Flusses ankommt, ist das auch nicht wichtig. Wegen V + B =0 folgt
aus dem Gaufischen Satz, da fiir alle von derselben Kurve C umschlossenen
Flichen f der Fluf} derselbe ist.

Wihrend der Bewegung bleibt der Fluf durch die fliissige Linie C im allge-
meinen nicht konstant. Das hat zwei Ursachen. Die magnetische Feldstdrke
kann sich dndern; dann dndert sich der Fluf} durch C, selbst wenn sich die Ma-
terie gar nicht bewegt. Zum anderen kann bei bewegter Materie die mitfliefen-
de Kurve C Feldlinien entlassen, die sie vorher umschlof’, oder neue Feldlinien
umfangen. Dabei dndert sich der Fluf3, selbst wenn das Magnetfeld konstant
bleibt.
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Es ist nun
(10.2) ¢,~=fB'dfi, i=1,2,
fi

wobei df; das gerichtete Flichenelement von f; ist. Wir interessieren uns fir
die FluRdanderung d¢ = ¢, —¢; wihrend der Bewegung.

Dazu betrachten wir Abb. 10.1. Wahrend der Bewegung von C; nach
C, beschreibt die flissige Linie eine Mantelfliche M. Der Fluf§ ¢, durch
C, unterscheidet sich vom Flu} ¢, durch C; dadurch, da} erstens zum spite-
ren Zeitpunkt das Magnetfeld einen anderen Wert hat und zweitens dadurch,
daB durch die Mantelfliche zusitzliche Feldlinien eintreten. Der erste Effekt
gibt zur FluBinderung den Beitrag

(10.3) dt [B dfy.
N

Dieses Integral konnte man natiirlich auch iber die Fliche f, erstrecken — der
Unterschied ist in d¢ von zweiter Ordnung. Der Fluf, der durch die Mantelfli-
che M geht, ist

(10.4) [B-df,,

p
dabeiist df, das gerichtete Flichenelement der Mantelfliche:
(10.5) df,, = vXdl - dt,

wobei dl; das gerichtete Linienelement von C, ist (vgl. Abb. 10.1). Also hat
man

(10.6) dp = ¢, —¢, = dr [Bdf, + [ B-df,,.
I M

Mit Gl. (10.5) konnen wir schreiben
(107)  d¢ = dt [ B-df, + dt [ B-vXdl.
7 :

1 C,
Es gilt nun

(108)  [B-vXdh=—[vXB-dh=~[VX(@XB)df,,
C, C, i
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wobei zuletzt der Stokessche Satz benutzt worden ist. Also ergibt sich

(10.9) d¢ = dt [ (B— VX (vX B))df,.
T

Aus dem Ohmschen Gesetz (9.4) folgt

(10.10) —VX(vXB)=—cVX%j+cV><E.
Zusammen mit B = —c¢ VX E wird Gl. (10.7) schlieBlich zu
d¢ _ _ Logr = oL,
(10.11) Tl cffvx ~idf, = ccf ALY
1 1

b) Eingefrorene Feldlinien

Aus Gl. (10.11) ersieht man, da} die FluRédnderung umgekehrt proportio-
nal zur Leitfdhigkeit X ist. Fiir A - o geht d¢/d# gegen Null. Die Folge davon
ist, da} bei unendlicher Leitfihigkeit die Feldlinien ,,eingefroren* sind. Sie
werden von der Materie mitgenommen, als ob sie an ihr festhdngen wiirden.

Das wird in Abb. 10.2 anschaulich. Im oberen Bild wird ein Schlauch von
Feldlinien von zwei fliissigen Linien C und C’ umschlossen. Wenn sich die

\% B B
:: c (I_ —I ) I

3 Eo

[of c
||

c ¢ c ¢

Abb. 10.2 Beispiele fiir die Verformung von fliissigen Linien und Feldlinien durch
ein vorgegebenes Geschwindigkeitsfeld.
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Materie so bewegt, dal C’ nach rechts rutscht, dann muf sich der von C’ um-
schlossene Schlauch auch nach rechts bewegen, damit der Fluf} durch C' kon-
stant bleibt. Im unteren Bild links hat man ein homogenes Magnetfeld
und flissige Linien C und C' in Seitenansicht, die ebene Flichen senk-
recht zur Zeichenebene und parallel zu den Feldlinien umschliefen. Die
Fliisse durch C und C' sind null. Wenn das Geschwindigkeitsfeld » in der
oberen Bildhilfte die fliissigen Linien nach rechts biegt, dann miissen die Feld-
linien mit nach rechts gehen, da sonst der Fluf durch C und C' von Null
verschieden wiirde.

¢) Die Dissipation von Magnetfeldern

Wir wollen jetzt berechnen, wie sich das Magnetfeld in bewegter Materie
bei endlicher Leitfahigkeit dndert. Der Einfachheit halber nehmen wir A als
konstant an. Verbinden wir die Maxwellsche Gleichung (9.2) mit dem Ohm-
schen Gesetz (9.4), so folgt

(10.12) B—VX(vXB) = —c vxk,
Ersetzen wir j nach Gl. (9.1) durch 46—“ VX B, so erhalten wir bei Verwendung

der Beziehungen V X (VX B)=V (V'B)— AB und V+-B=0:

(10.13) B—VX(vXB) =— VX (-=— VXB) = AB.

4TT)\ 'lT)\

Gibt man also » (r, £) sowie B zu einem bestimmten Zeitpunkt vor, so kann
man mit obiger Gleichung das zukiinftige zeitliche Verhalten von B bestim-
men.

Insbesondere gilt Gl. (10.13) natiirlich auch fir »= 0. Wahlen wir als Beispiel
in einem kartesischen Koordinatensystem

(10.14) v=0, B= (By (»,1),0,0),
dann lautet Gl. (10.13)

3By _ c¢* 3B,
ot 4T dy?

(10.15)

Diese Gleichung ist aber von der Form der eindimensionalen Wiarmeleitungs-
gleichung! Bei einer eindimensionalen Temperaturverteilung T'(y) beschreibt
die Gleichung
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or _ T

(10.16) ar — 352

das zeitliche Verhalten. Dabei ist k die als konstant angenommene Warmeleit-
fahigkeit. Da man durch Vergleich der beiden Gln. (10.15) und (10.16) sehen
kann, daB sich bei dieser Analogie Magnetfeld und Temperatur entsprechen,
kann man einiges iiber das Verhalten von B, aus unserer Erfahrung iiber das
Verhalten von T schlieen. Nehmen wir etwa an, in der Nahe von y = 0 sei zu
einem bestimmten Zeitpunkt B, besonders grofs, wiahrend es fur grofiere | y| -
Werte rasch abfallen mége. Wie verhilt sich dann das Feld mit der Zeit? Ganz
analog wie eine sehr heifde Stelle eines sonst kithlen Wirmeleiters! Die heifie
Stelle in der Umgebung von y = 0 kiihit sich ab, Wiarme flieRt nach beiden
Seiten hin ab. Dasselbe geschieht mit unserer Magnetfeldkonzentration in der
Nihe von y = 0. Das Feld zerflieft langsam, die Feldlinien bewegen sich im-
mer weiter von y = 0 weg. Obwohl dabei der Fluf} durch die y-z-Ebene nicht
gedndert wird, verringert sich die magnetische Energie unseres Systems. Wegen
der endlichen Leitfahigkeit geht sie iiber die das Feld erzeugenden Stréme in
Joulesche Wirme.

Wie schnell geht das nun vor sich? Wir schidtzen die Zeit fiir das Auseinan-
derlaufen des Feldes groRenordnungsmifig ab:
B _¢* B

(10.17) T Y am 1%

Wir haben 9B, /dt~ B/t und 3°B/dy*~ B/L* gesetzt. Dabei soll 7 die
Zeit sein, innerhalb der sich die Feldstdrke an einer Stelle etwa um ihren eige-
nen Betrag indert und L die charakteristische Lénge. 7 ist die Abklingzeit des
Magnetfeldes; sie wird auch die Dissipationszeit genannt:

. 41

(10.18) T SSL

Hieraus sieht man, dal raumlich kleine Felder (L klein) schnell zerfallen, grofe
Felder dagegen langsam.

Die Gl. (10.18) gilt ganz allgemein fiir Magnetfelder in Leitern; beispiels-
weise auch fiir das Feld eines Kupferblockes: Bei einer Kantenlinge von 10cm
und der Leitfihigkeit von X = 10'¥sec™! wird 7~ 1 sec.

Im Grenzfall A - oo wird die Abklingzeit unendlich. Dann bleibt das Feld
in der Materie fiir immer eingefroren, wie wir schon in b) sahen.

Wir werden im ndchsten Abschnitt selien, da Magnetfelder in kosmischen
Objekten extrem lange Abklingzeiten haben — oft linger als das Alter der
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Welt. Spiter in § 12 und 13 werden wir dann die hier hergeleitete Gl. (10.13)
nédher betrachten.

§ 11. Abklingzeiten von Magnetfeldern

a) Magnetfelder in Sternen

In den Oberflichenerscheinungen der Sterne spielen Magnetfelder hiufig
eine Rolle. Die Sonne ist der einzige Stern, auf dem man Oberflichendetails
beobachten kann. Die starken magnetischen Felder in den Flecken und in an-
deren Storungen der Sonnenoberfliche sind seit langem bekannt (vgl. Ab-
schnitt c) dieses Paragraphen). Ein allgemeines Magnetfeld der Sonne in dem
Sinne, wie die Erde ein inneres Magnetfeld aufweist, wurde erst in jiingerer
Zeit positiv nachgewiesen (Babcock und Babcock 1955). Die Feldstirke dieses
Feldes liegt in der Grofienordnung von 1T" an den Polen.

Die Sonne hat eine mittlere Leitfihigkeit von A~ 10 sec™!. Mit
L~ 7-10cm wird nach Gl. (10.18) die Abklingzeit fiir ein Magnet-
feld von der Lineardimension des Sonnenradius 7=6 + 10" sec ~ 2 - 10"
Jahre. Sie ist damit groRer als das Alter der Sonne von 4 X 10° Jahren. Ein
Stern wie die Sonne konnte also durchaus ein ,,fossiles* Magnetfeld haben,
das er aus der interstellaren Materie bei seiner Entstehung mitbekam und das
bis heute noch nicht zerfallen ist. Leider liegen die Dinge nicht ganz so ein-
fach, denn das allgemeine Feld der Sonne polt in etwa mit dem 22jdhrigen
Sonnenzyklus um (Howard 1965). Im Falle der Sonne ist also das Modell des
fossilen Feldes unwahrscheinlich. Auf die komplizierteren Dynamo-Modelle
fir die Erklarung des allgemeinen Sonnenfeldes kommen wir in § 13 und 14
zu sprechen.

Als magnetische Sterne bezeichnet man Sterne, in deren Spektrum man auf
Grund starker Magnetfelder eine Zeeman-Aufspaltung der Linien beobachten
kann. Man kennt heute eine Reihe von magnetischen Sternen. Sie haben Fel-
der von mehreren tausend Gaufl. Die gemessene Feldstirke variiert mit der
Zeit — meist mit Perioden im Intervall von 5 bis 9 Tagen. Man spricht deshalb
auch von ,,magnetischen Verdnderlichen®.

Abb. 11.1 zeigt die mit Hilfe des Zeeman-Effektes gemessene magnetische
Feldstirke des Sterns HD 125248, die mit einer Periode von 9.29 Tagen
schwankt. Obwohl wir spiter sehen werden, daf es unter Umstidnden gelingt,
die Formel (10.18) fir die Abklingzeit zu umgehen, ist es schwer vorstellbar,
daf sich das Magnetfeld eines Sterns innerhalb von so kurzer Zeit umpolen
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Abb. 11.1 Die periodisch veréinderliche Feldstirke des Sterns HD 125248.

kann. Das konnten nur Oberflichenfelder tun, aber wahrscheinlich handelt es
sich um rotierende Sterne mit einem eingefrorenen, vielleicht dipolartigen Ma-
gnetfeld, bei denen Rotationsachse und Symmetrieachse des Magnetfeldes
nicht zusammenfallen. Dann kann der Stern uns einmal seinenmagnetischen
Nordpol und eine halbe Rotationsperiode spiter seinen magnetischen Siidpol
zuwenden, und man beobachtet ein sich umpolendes Feld, obwohl das Ma-
gnetfeld in Wirklichkeit eingefroren ist.

Fiir diese Deutung der meisten magnetischen Verdnderlichen spricht auch,
daB} die Breiten der Linien im Absorptionsspektrum bei den Sternen mit kur-
zer Periode grofier sind als bei solchen mit langer Periode. Die Linienbreiten
hidngen mit der Rotationsgeschwindigkeit zusammen: Betrachtet ein Beobach-
ter einen rotierenden Stern, so kommt die eine Hilfte der ihm zugewandten
Sternscheibe auf ihn zu, die andere bewegt sich von ihm fort. Jede Spektral-
linie wird also durch den Dopplereffekt sowohl nach blau wie auch nach rot
verschoben, das heif3t, sie wird verbreitert. Bei diesem Rotationsmodell ist na-
tiirlich die magnetische Periode gleich der Rotationsperiode. Je kiirzer also die
magnetische Periode, umso kiirzer ist die Rotationsperiode und umso stédrker
die Verbreiterung der Spektrallinien durch den Dopplereffekt. Eine sehr scho-
ne Diskussion der theoretischen Probleme bei magnetischen Sternen gibt Me-
stel (1971). Wenn Sterne starke eingefrorene Magnetfelder von ihrer Entste-
hung her besitzen sollen, woher kommen die starken Felder?

Ein Stern entstehe aus einer sphirisch-symmetrischen interstellaren Wolke
vom Radius R, die — durch die eigene Gravitation getrieben — in sich zusam-
menfillt. In ihr sei ein homogenes Magnetfeld vom Betrage B. Wihrend der
Sternbildung verringert sich R, und die mittlere Dichte p steigt an gemif

- 1
(11.1) P~ s

wihrend die mittlere Feldstirke nach
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(11.2) B ~ R:
ansteigt, da die Feldlinien eingefroren sind. Also gilt

(11.3) B ~ p*B.

Wir nehmen an, daf} anfangs Feld und Materiedichte die Werte des inter-
stellaren Raumes haben mégen, also B = 1075... 107°T", p ~ 10~ 23g cm™
Wenn die Wolke dann bis zur gegenwirtigen mittleren Dichte der Sonne von

~ 1 gcm™3 kontrahiert, dann wird B = 10'° I", Das ist viele GroRenord-
nungen iiber dem mittleren Feld der Sonne (B ~ 1 T'). Bei der Sternbildung
aus interstellaren Wolken bleibt also sicherlich geniigend magnetischer Fluf}
iibrig, um das Magnetfeld der Sterne zu erkldren. Im Gegenteil, man muf} be-
griinden, warum die Sterne so schwache Magnetfelder haben. In Wirklichkeit
konnen verschiedene Prozesse wie z.B. Turbulenz (siehe unten) das Magnet-
feld sehr stark herunterdriicken.

3

Es ist zu beachten, daf wir hier immer annahmen, daf die magnetischen Feld-
linien willenlos der Bewegung der Materie folgen. In Wahrheit tibt das Feld ei-

ne Kraft auf die Materie aus, welche dieKontraktion zu verhindern sucht. Die
Kraftwirkung des Magnetfeldes auf die Materie behandeln wir im nichsten Ka-
pitel.

b) Magnetfelder in Weifsen Zwergen und in Neutronensternen

Wir haben schon in § 2 erwihnt, dafl auf Weiflen Zwergen Magnetfelder
nachgewiesen worden sind. Die Beobachtungen der Pulsare (vgl. § 30) legen
nahe, da} auch auf Neutronensternen starke Magnetfelder eine wichtige Rolle
spielen. Bei beiden Arten von Sternen scheinen die Magnetfelder viel stirker
zu sein als bei normalen Sternen, etwa bei Hauptreihensternen. Das ldfit sich
durch Kontraktion aus normalen Sternen bei eingefrorenen Magnetfeldern er-
kldren. Wir gehen von einem Hauptreihenstern der mittleren Dichte
p = lgem™2 mit einem Feld von nur B ~ 1T aus. Kontrahiert dieser Stern
zu einem Weiflen Zwerg, so betrigt die Dichte danach p = 10° gem™3, also
ist dann B ~ 10°I. Analog bekommt man fiir Neutronensterne
(0 ~ 10'S gcm™3) Feldstirken von B ~ 10'°T". Die berechneten Feldstir-
ken werden entsprechend grofer, wenn man fur die Hauptreihensterne Feld-
stirken der magnetischen Sterne (= 10° I') nimmt. Auerdem besteht Grund
zu der Annahme, dafl die beobachteten Weilen Zwerge und die in Pulsaren
vermuteten Neutronensterne aus den inneren Teilen normaler Sterne gebildet
worden sind. Es ist durchaus méglich, dafl Sterne wie die Sonne in ihrem In-
nern viel stirkere Felder besitzen, als man aufgrund ihrer Oberflichenfelder
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vermuten sollte. Dann wiren fiir die daraus gebildeten Zwerg- und Neutronen-
sterne noch hohere Felder zu erwarten.

Dafi man auch bei Sternen, die im wesentlichen aus Neutronen bestehen,
unsere Betrachtungen iiber eingefrorene Feldlinien anwenden kann, rithrt
daher, daf dort Gleichgewicht herrscht zwischen dem Zerfallsprozefd der
Neutronen in Protonen und Elektronen und der Bildung von Neutronen
aus diesen Bestandteilen. Obwohl nahezu die ganze Materie aus Neutro-
nen besteht, sind in Neutronensternen doch immer geniigend freie Elektro-
nen vorhanden, um eine hohe Leitfédhigkeit zu garantieren.

¢) Magnetfelder in Sonnenflecken

Neben der um etwa 1200° niedrigeren Temperatur unterscheiden sich die
Sonnenflecken vor allem durch ihre starken Magnetfelder von der umgeben-
den Photosphire. Die Feldstirken in den Flecken betragen 2000 — 3000 Gauf.
In Sonnenflecken ist die Leitfahigkeit von der Grof3enordnung A = 10%sec™!
(Schroter 1966), wihrend die typische Lineardimension der Flecken
L = 30000 km betrigt. Daraus folgt eine Abklingzeit von etwa 3 Jahren, das
ist sehr viel linger als die Lebensdauer der Flecken. Man muf§ also annehmen,
daR beim Entstehen oder Verschwinden eines Sonnenflecks das Magnetfeld
nicht mitentsteht oder verschwindet, sondern dal das Feld ein langlebiges Ge-
bilde ist, das durch Materiebewegung voriibergehend an die Oberfliche ge-
bracht wird.

d) Interstellare Magnetfelder

In dén HI-Gebieten der interstellaren Materie, in denen der Wasserstoff neu-
tral ist, ist die Leitfahigkeit hauptsichlich durch die Elektronen der in kleinen
Mengen vorhandenen Metalle bestimmt. Es ist A ~ 10'°sec™!, wenn man eine
Temperatur von 100 °K fiir diese Gebiete annimmt (vgl. Kaplan, Pikelner
1970). Nehmen wir diesen Wert als charakteristisch fiir die ganze Milchstrafie
an und setzen fiir den Durchmesser der Milchstraenscheibe L = 25 Kilopar-
sec ~ 102 cm, so folgt 7 & 10%° sec, das ist etwa das 10'® fache des Weltalters!
Interstellare Magnetfelder sind also auferordentlich langlebig.

e) Abklingzeit und Lineardimension

Wir schlieien noch eine Bemerkung iiber die Formel fiir die Abklingzeit
Gl. (10.18) an. Diese Formel kann man nimlich betriigen:

Wir machen dazu ein Gedankenexperiment: Gegeben sei ein Plasma, in dem
wir eine quadratische Fliche der Seitenldnge L betrachten. Wir denken uns ein
Magnetfeld, das in der linken Hilfte des Quadrates (in Abb. 11.2a schwarz
gezeichnet) senkrecht nach unten weisen moge, in der rechten Hilfte senk-
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B
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B

Abb. 11.2 Durch Aufteilung der grofien Gebiete entgegengesetzter Feldstiarke und
durch Verschiebung senkrecht zum Feld lassen sich die Gebiete verklei-
nern und damit die Abklingzeit des Magnetfeldes herunterdriicken.

recht nach oben. Der Einfachheit halber seien die Felder in den beiden Half-
ten homogen, so daf} B an der Grenzlinie unstetig sei. Wenn die Linge L grof
ist, wird es bei hoher Leitfahigkeit lange dauern, bis die beiden entgegengesetz-
ten Felder einander ausloschen. Die Zeit dafir ist nach Gl. (10.18)

4mA

— 2
(11.4) T pe L.

Jetzt teilen wir die quadratische Fldche in n? kleinere Quadrate der Seiten-
linge L/n. Diese kleinen Quadrate verschieben wir mitsamt den durch sie ge-
henden Feldlinien und der an jeder Feldlinie hingenden Materie so, daf
ein Schachbrettmuster entsteht, in dem das Magnetfeld in benachbarten Qua-
draten verschiedene Richtung hat (Abb. 11.2 b). Diese Verschiebung ist ohne
Aufwendung von Arbeit méglich, da sie senkrecht zu B erfolgt. Aber anstatt
der Abklingzeit 7 hat diese Konfiguration jetzt die viel kiirzere Abklingzeit

T
(11.5) Ty, = POt
Durch geeignete Materiebewegung kann man also erreichen, daf3 das Magnet-
feld viel schneller abklingt als im Fall der Ruhe.

Der oben beschriebene Effekt ist in der Astrophysik wichtig: Befindet sich
ein felddurchsetztes Gebiet in turbulenter Bewegung, so sorgt diese fiir kleine
charakteristische Lineardimensionen und damit fiir ein schnelles Abklingen
des Feldes. In einem Stern, in dem die Materie eine Konvektionsbewegung
ausfiithrt, kann das Magnetfeld sehr viel schneller abklingen, als in a) fiir die
Sonne abgeschitzt wurde. Die Bewegung der Materie verbeult das Feld stati-
stisch so, daf es sich schon innerhalb kleiner Lineardimensionen stark dndert
und sich Feldlinien entgegengesetzter Richtung nahe kommen. Die Verkleine-
rung der fir das Feld charakteristischen Linge setzt die Abklingzeit herunter,
und benachbarte entgegengesetzte Feldlinien konnen sich gegenseitig auslo-
schen.
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§ 12: Stromung quer zum Magnetfeld bei vorgegebenem Geschwindigkeitsfeld

Bei der Abschitzung der Abklingzeiten im letzten Paragraphen betrachte-
ten wir das zeitliche Verhalten des Magnetfeldes nur im Spezialfall der unbe-
wegten Materie. Jetzt soll Gl. (10.13) mit einem vorgegebenen Geschwindig-
keitsfeld v(r) untersucht werden. Dann muf} das Feld nicht abklingen; wenn v
zeitunabhingig ist, gibt es eine stationdre Losung. Fiir sie gilt

02

(12.1) — VX (vXB) = N AB,
und wir erhalten daraus die Abschitzung

c? L
(12.2) W I T 7

Dabei ist v, die Geschwindigkeit quer zur Feldrichtung. Wir kénnen das so
deuten: Wenn Materie quer zum Magnetfeld fliet, dann kriimmt sich das Ma-
gnetfeld solange, bis seine charakteristische Lange L so klein ist, da} sie die
Bedingung (12.2) erfiillt. Dann ist ein stationirer Zustand moglich.

a) Dimensionslose Variablen

Mit
2
¢
(12.3) Ly
erhdlt man aus Gl. (10.13)
(12.4) gtg — VX @®XB)=nAB.

Wir filhren jetzt neue Variablen ein:

(12.5) B=0bB, r=L7, t=17,v=Uo,U=L/7.

Dabei sind alle mit ~ versehenen Groflen dimensionslose Skalare bzw. Vekto-
ren. Damit wird Gl. (12.4) dimensionslos:

b oB _Ub o _nb X
(12.6) - 57 7 v><(v><§)-L2 A B.

Die Zeichen ~iiber den Differentialoperatoren deuten dabei an, da} sich die
Operatoren ¥ und A auf die dimensionslosen Ortsvariablen beziehen.
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Wir definieren nun die magnetische Reynoldszahl Ry durch

_ UL _ 4m\UL
(12.7) Ru = ==~
Dann geht Gl. (12.6) iiber in
OB ~ 1 )
(12.8) 57 — V X(¥XB) = R AB

Die dimensionslose Form (12.8) unserer Gleichung hat den Vorteil, dal
man leicht erkennt, dafl man mit einer Losung gleich eine dreifach unendliche
Losungsschar vorliegen hat. Es sei eine Losung in den dimensionslosen Varia-
blen fiir einen Wert von Ry und fiir das Geschwindigkeitsfeld » bekannt:
B(7, 7). Dann ist auch b * ﬁ(L r, 7t ) zum gleichen Wert von Ry und zum
Geschwindigkeitsfeld U «-v eine Losung, wenn L, 7, U,  die folgenden Be-
dingungen erfiillen:

(12.9) ULn = Ry, L/t = U.

Man kann beispielsweise U und L frei wihlen; dann sind 7 und n bei vorge-
gebenem Ry, der Losung festgelegt. Da b noch beliebig wihlbar ist, hat man in
der Tat mit einer Losung von Gl. (12.8) eine dreifach unendliche Mannigfaltig-
keit von Loésungen erhalten, charakterisiert durch zum Beispiel U, n und b. Die
neuen Lésungen gehdren dann zu anderen Werten von 1 (und damit zu ande-
ren \) und zu anderen Geschwindigkeitsfeldern Uv(L7,7t),sind also kei-
neswegs trivial.

Fiir unendliche Leitfahigkeit geht Ry — o. Andererseits sind dann die
Feldlinien streng eingefroren. Da in Gl. (12.8) aber nur Ry, nicht aber X ex-
plizit auftritt, kdnnen wir schliefen, dafl immer bei grolen Werten von Ry
die Feldlinien eingefroren sind. Bei kleinen Werten von Ry verhalten sich die
Losungen so wie bei schlechter Leitfahigkeit. Dann sind Materie und Feld frei
gegeneinander beweglich.

b) Losung fiir eine Parallelstromung

Wir werden jetzt eine exakte Losung der Gl. (12.8) behandeln, welche eine
stationdre Parallelstromung senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld be-
schreibt. Wir lassen der Einfachheit halber die Schlangen iiber den dimensions-
losen Grofien fort und suchen eine Losung der Gleichung

(12.10) —VX(vXB) == AB.

1
Rm
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Das Geschwindigkeitsfeld in einem kartesischen Koordinatensystem sei
v = (Ux(2), 0, 0), das Magnetfeld sei B = (B, (2),0,B; (z)). vund B hin-
gen also nur von z ab (vgl. Abb. 12.1).

z

B,(2) B

By(2)

v(2)

X
Abb. 12.1 Magnetfeld und Stromungsfeld im Fall der Parallelstromung.
Wie wird das Magnetfeld durch das Geschwindigkeitsfeld verbogen?
Wegen V+B = 0 ist B, =const.
Weiterhin ist

(12.11) vX B = (0, —v, B;,0)
und
(12.12) V X (vX B) = (vy B,,0,0).

Damit reduziert sich Gl. (12.10) auf

’ 1 n
(12.13) vyB, = —5— B, ,
Rm
wobei der Strich die Ableitung nach z symbolisieren soll. Wir erhalten also ei-
ne lineare, inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung fiir B, als Funktion
von z. Durch Integration ergibt sich

(12.14) By = —B, Ry vy,
(12.15) B = —B, Ry (vy + O),
(12.16) B, = —B, Ry (jvx dz + Cz + D),

wobei C, D Integrationskonstanten sind.
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Als Beispiel nehmen wir ein zur Achse z = 0 symmetrisches Geschwindigkeits-

profil an und berechnen den stationdren Zustand, den das Magnetfeld ein-
nimmt. Es sei

cosz, |z|<T/,y,
(12.17) Uy = [
0 N |Z| = 1T/2
Damit erhalten wir

(12.18) B, = —B, Ry (sinz + Cz + D).

Als Randbedingungen des Feldes nehmen wir an:

(12.19) B, =0 bei z=0 (also D = 0),

(12.20) B,

0 bei z=T/2 (also C

—2/m).

B, = 0 am Rand bedeutet, da} die Tangentialkomponente von B am Rand
stetig ist, daB} also kein Oberflichenstrom existiert. Das muf} auch so sein,
denn eine unendliche Stromdichte am Rand ist bei endlicher Leitfihigkeit un-
sinnig. Die Randbedingung (12.19) folgt aus Symmetriegriinden. Mit den obi-
gen Randbedingungen ergibt sich dann

(12.21) B, = —B, Ry (sinz — %,z).

Zur Bestimmung des Verlaufes der Feldlinien definieren wir eine magnetische
Stromfunktion Y

W _ _p W _
(12.22) ox = B,, 37 = B,.
Wie man leicht nachpriift, ist vy * B =0, die Linien = const sind also die
Feldlinien. Durch Integration von Gl. (12.22) erhilt man mit Gl. (12.21) die
Gleichung der Feldlinien

(12.23) U = B, Ry (cosz + —l-ﬂzz) ~ B, x.
Um die maximale Auslenkung Ax der Feldlinie durch den Materiestrom zu

berechnen, nutzen wir aus, da auf einer Feldlinie ¢ konstant ist. Es ist also
(vgl. Abb. 12.2)
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z

198
2

I
2

Abb. 12.2 Ausgelenkte Feldlinie in einem parallelen Geschwindigkeitsfeld mit
Cosinusprofil gemafs Gl (12.17).

(12.24) ¥ (Ax,0) = ¥(0, m/2).
Daraus folgt mit Gl. (12.23)
(12.25) Ax = (1— g—) Ry.

Ist also Ry; grof (etwa weil A grof ist), dann ist die Ausbeulung auch grof.
Man sieht: wenn Ry grof ist, miissen die Feldlinien stark gekriimmt sein, da-
mit die Materie quer zum Feld flieRen kann.

Wenn Ry; durch einen endlichen Zahlenwert vorgegeben ist, dann kann we-
gen der endlichen Leitfdhigkeit Materie quer zu den Feldlinien flieBen. Sie
kann es umso besser, je kleiner die fiir das Feld charakteristische Lineardimen-
sion ist, denn dann kann die Bedingung der eingefrorenen Feldlinien umso
leichter verletzt werden. Wir sehen jetzt deutlicher, was wir schon eingangs aus
Gl. (12.2) abgelesen hatten: Das Magnetfeld kriimmt sich an jeder Stelle gera-
de in dem Mafle, daf} der Kriimmungsradius der Feldlinien so klein wird, dafl
die Diffusionszeitskala klein genug ist, um die Materie mit der fiir diese Stelle
vorgegebenen Geschwindigkeit quer zu den Feldlinien stromen zu lassen.

¢) Die Weiss’schen Losungen

N.O.Weiss (1966) hat numerisch zweidimensionale Lésungen der Gl.(12.8)
fir die zeitliche Entwicklung eines Magnetfeldes in einem vorgegebenen Ge-
schwindigkeitsfeld bestimmt. Diese Losungen geben einen sehr anschaulichen
Eindruck, der noch verstirkt wird, wenn man Gelegenheit hat, den von ihm
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hergestellten Film zu sehen™. Abb. 12.3 zeigt eine Serie von Einzelbildern
daraus.

In Abb. 12.3 a ist das Stromungsfeld dargestellt. Die Materie bewegt sich
nur im Innern und am Rand eines Quadrates, auflerhalb ruht sie. Dementspre-
chend ist das Geschwindigkeitsfeld am Rand des Quadrates unstetig. Abb.
12.3b zeigt den Anfangszustand, das homogene Magnetfeld.

In Abb. 12.3¢c und d sieht man, wie die Feldlinien zunichst vom Plasma mit-
genommen werden und sich mehr und mehr aufwickeln. Dabei entstehen Ge-
biete mit hohen Feldstirkegradienten, sowohl starke Kriimmungen als auch
dicht beieinanderliegende Feldlinien mit entgegengesetzter Richtung. Aufier-
dem #ndern sich die topologischen Verhiltnisse. Teile von Feldlinien trennen
sich ab und bilden geschlossene Linien (Abb. 12.3 e, f, g). Die geschlossenen
Feldlinien selbst verschwinden dann. Dieser Prozef lduft so lange ab, bis das
ganze Quadrat, in dem sich die Materie bewegt, feldfrei ist (Abb. 12.3 o).
Abb. 12.3 p zeigt dann den stationaren Endzustand.

Wie ist dieser Vorgang zu verstehen? Solange das Feld ungestort war, wa-
ren die Feldlinien Geraden, die Lineardimension L des Feldes war unendlich.
Die Feldlinien folgten der Bewegung der Materie. Durch die Ausbeulung des
Feldes wird L kleiner. Mit kleinem L kann die Materie besser quer zum Feld
schliipfen; und umso weniger wird das Feld von der Materie mitgefiihrt.
SchlieBlich stellt sich ein stationdrer Endzustand ein in der Weise, daf} das
Feld gerade so schnell zuriicktreibt, wie es von der Materie durchstromt wird.
Dieser Endzustand ist eine stationire Losung der Gl. (12.8) dhnlich der Lé-
sung vom Abschnitt b) dieses Paragraphen.

Das Innere des Stromungsgebietes wurde feldfrei, da die Feldlinien dort so
stark gekrimmt wurden, da sich entgegengesetzte Feldlinien ausloschen
konnten wie in unserem Schachbrett-Gedankenexperiment. Die Feldenergie
aus dem Innenbereich wurde dabei in Joulesche Warme umgewandelt.

Im obigen Experiment wurde die Materie zu einer bestimmten Bewegung
gezwungen, Ist diese Bewegung sehr kompliziert, wie etwa bei Turbulenz, so
ist auch die Form des teilweise mitgefiihrten Feldes sehr kompliziert. Dann ist
eine statistische Beschreibungsweise angemessen (vgl. § 14).

*) Eine Kopie dieses Filmes kann man im Institut fiir den wissenschaftlichen Film,
3400 Gottingen, Nonnenstieg 72, entleihen.
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§ 13. Das Dynamo-Problem

An vielen Stellen des Weltraumes beobachten wir Magnetfelder: Die polari-
sierte Synchrotronstrahlung ferner Radiogalaxien, des Crabnebels und des
Crabpulsars zeugen von starken Feldern, in denen hochenergetische Teilchen
gyrieren. Die Ursache der Polarisation des Sternlichts sind Staubpartikel, die
sich in intenstellaren Magnetfeldern ausrichten. Magnetische Sterne, die
Sonne mit ihren komplizierten magnetischen Erscheinungen und die Erde
selbst mit ihrem Magnetfeld zeigen, daR fast tiberall, wo Materie auf-
tritt, auch Magnetfelder sind. Wo kommen sie her? In manchen Kor-
pern ist die Abklingzeit so grofs, daf® man ohne weiteres annehmen konn-
te, daB sie schon beim Urknall zusammen mit der Materie entstanden sind und
daB seither noch nicht geniigend Zeit verstrichen ist, um diese ,,fossilen‘ Fel-
der zerfallen zu lassen. Diese Hypothese ist sicher nicht richtig fiir die Sonne,
bei der sich die magnetischen Erscheinungen alle 22 Jahre umpolen. So ein
Vorgang wire nur schwer zu verstehen, wenn man anndhme, daf alle Magnet-
felder der Sonne von Anfang an eingefroren sind. Wir wissen heute auch, dal
sich das magnetische Erdfeld im Laufe der Erdgeschichte mehrfach umgepolt
hat — was schlecht mit einem eingefrorenen Feld zu vereinbaren ist. Dariiber
hinaus wiirde die Leitfahigkeit im Erdinnern — soweit man sie abschitzen
kann — iiberhaupt nicht ausreichen, ein Magnetfeld iiber mehrere Milliarden
Jahre aufrecht zu erhalten.

So muf} man die Frage stellen, ob die Magnetfelder im Kosmos auch direkt
erzeugt werden konnen. Wir wissen ja aus der Technik, dal es moglich ist, Lei-
ter und Isolatoren so anzuordnen, daf} daraus ein Dynamo entsteht; eine Ma-
schine also, bei der man mechanische Energie, die in der kinetischen Energie
der beweglichen Teile der Apparatur sitzt, benutzen kann, um ein Magnetfeld
zu erzeugen und gegen die Verluste (die von der endlichen Leitfihigkeit her-
rithren) aufrecht zu erhalten. Konnte man nicht dhnliche Vorginge in der Na-
tur erwarten? Geniigend kinetische Energie dafiir ist vorhanden: einerseits et-
wa gespeichert in der Rotationsbewegung der Galaxien, Sterne und Planeten
oder andererseits in den Sternen, in denen langsam oder explosionsartig frei-
werdende Kernenergie die Materie in Bewegung versetzt. Kann bewegte Ma-
terie in der Natur vielleicht eine Art von Dynamo treiben, der ein Magnetfeld
crzeugt und gegen die Verluste aufrecht erhélt? Das ist das Dynamo-Problem.

Abb. 12.3 Zeitliche Entwicklung eines urspriinglich homogenen Magnetfeldes (b)
in einem stationiren Stromungsfeld (@¢). Die Abbildungen b bis p geben
die Feldlinien zu verschiedenen Zeiten wieder (nach Weiss 1966).
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a) Formulierung des Dynamo-Problems

Wir wollen die Problematik hier in vereinfachter Form betrachten. Wir fra-
gen nicht, ob durch Bewegung von Materie ein Magnetfeld erzeugt, sondern
ob ein schon vorhandenes Magnetfeld bei endlicher Leitfahigkeit aufrecht er-
halten werden kann. Wie wir sehen werden, haben wir damit bereits ein sehr
schwieriges Problem angeschnitten.

Ein Magnetfeld in Materie mit endlicher Leitfahigkeit zerfallt, seine Ener-
gie wird dissipiert. Was geschieht aber, wenn die Materie von aufien zur Bewe-
gung gezwungen wird? Wie wir spiter sehen werden (§ 15), iibt ein Magnet-
feld normalerweise eine Kraft auf bewegte, leitende Materie aus. Daher mufl
im allgemeinen bei der Bewegung Arbeit geleistet, also letztlich Energie in das
magnetische Feld gesteckt werden. Diese Zufuhr wirkt dem Verlust an magne-
tischer Energie infolge der endlichen Leitfahigkeit entgegen. Kann man auf
diese Weise durch Bewegen der Materie den Zerfall des Magnetfeldes verhin-
dern?

Dabei ist es wichtig, daf sich die felderzeugenden Strome im Endlichen be-
finden. Der Endzustand bei den Weiss’'schen Losungen in § 12 (vgl. Abb.1230)
ist keine Losung des Dynamo-Problems. Dort hat man zwar ein stationires
Feld in bewegter Materie von endlicher Leitfdhigkeit, ein Teil der Strome
flieBt aber im Unendlichen, denn in groffem Abstand von der Bildmitte wird
das Feld homogen. Ein homogenes Feld wird von Strémen im Unendlichen
erzeugt. :

Auf den ersten Blick erscheint es verwunderlich, daft man nicht sofort ein
Geschwindigkeitsfeld v finden kann, das ein vorgegebenes Magnetfeld am Zer-
fallen hindert. Es scheint, als ob dazu nur geringfiigige Bewegungen nétig wi-
ren. Schitzen wir zum Beispiel die Geschwindigkeit ab, die man braucht, um
in der Sonne ein stationires Magnetfeld aufrecht zu erhalten. In Gl. (12.2) hat-
ten wir die Geschwindigkeit bestimmt, mit der sich die Materie im stationdren
Fall quer zum Feld bewegt. Wir konnen diese Gleichung auch deuten als Be-
stimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeit, die notig ist, um ein zeitlich kon-
stantes Magnetfeld aufrecht zu erhalten. Setzt man in Gl. (12.2) fiir L den
Sonnenradius ein und setzt man A ~ 106 sec™!, so folgt

c? 1

_ —_—— . — 1
T 41N L

(13.1) v ~ 1077 cmsec™!.
Was die Grofienordnung betrifft, geniigen also ganz geringe Geschwindigkeiten,
um die Diffusion der magnetischen Energie zu kompensieren. Die Schwierig-
keit, eine Losung zu finden, liegt darin, daf ihre topologische Struktur sehr
kompliziert sein mufS. Das werden wir im Folgenden sehen.
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a) Der Satz von Cowling

Gegeben sei ein unendlich ausgedehntes Plasma mit endlicher Leitfahigkeit.
Die felderzeugenden Stréme seien auf ein endliches Raumgebiet beschrinkt.
Wir zeigen, dafl es keine geometrisch einfachen Losungen gibt. Das folgt aus
dem Satz von Cowling:

Ein axialsymmetrisches Magnetfeld, dessen Strome im Endlichen liegen, kann
durch kein Geschwindigkeitsfeld, dessen Betrag iiberall beschrinkt ist, statio-
ndr aufrecht erhalten werden.

Beweis:

Gegeben sei ein axialsymmetrisches Magnetfeld, erzeugt von Strémen, die
alle im Endlichen fliefen. Wir betrachten die Meridianebene. Die Meridional-
komponenten des Magnetfeldes konnen nach § 4 durch die FluBfunktion F
beschrieben werden. Die Linien F' = const sind dann die Projektionen der ma-
gnetischen Feldlinien in die Meridianebene. Auf der Symmetrieachse ist F = 0
(Abb. 13.1). Wenn die das Feld erzeugenden Stréme im Endlichen liegen, miis-
sen sich Feldlinien im Endlichen schlieffen, F besitzt also im Endlichen minde-
stens einen Extremalpunkt. An diesem singuldren Punkt ist VF = 0.

F=const.

VF=0

Abb. 13.1 Feldlinien eines axialsymmetrischen Feldes. Wenn der toroidale Strom,
der das meridionale Feld erzeugt, im Endlichen liegt, dann miissen die
Feldlinien F = const. einen singulidren Punkt umschlieBen, an demV F
verschwindet.

Wir betrachten eine beliebige Linie F' = const, die um den singuldren
Punkt herumlduft. Das Bogenlingen-Element auf dieser Feldlinie sei d/, ihre
Gesamtlinge sei I. Die von der Feldlinie eingeschlossene Fliche sei f mit dem
Flichenelement df. Wenn A eine beliebige, in der Meridianebene vorgegebene
skalare Grofe ist, definieren wir einen Mittelwert von 4 lings der Feldlinie ge-
mif

21
(13.2) A=7$au
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und einen Mittelwert iiber die eingeschlossene Flache in der Meridianebene
nach

= 1 N
(13.3) 4= 7{“‘; Adf.

Wir zerlegen den Vektor B in einen toroidalen Anteil B; und einen meridiona-
len Anteil B,,. Da das gerichtete Linienelement d/ in der Meridianebene liegt,
konnen wir auch schreiben (| By, | = Bp)

(13.4) Byl =By, dl =$B - dl.

Mit dem Stokesschen Satz und der Maxwell-Gleichung (9.1) ergibt sich
daraus

(135)  ¢B- dl_j (VX B)- df——Hj df.

Hier ist df das gerichtete Flichenelement von f- es ist mit d/in der iiblichen
rechtssinnigen Weise verkniipft. Die toroidale Komponente der elektrischen
Feldstiarke mufd aus Symmetriegriinden verschwinden, denn da VX E= 0 ist
wegen der Stationaritit des Magnetfeldes, kann E nur durch Raumladungen
erzeugt werden. Bei axialsymmetrischer Verteilung der Raumladungen ver-
schwindet aber die toroidale Komponente von E. Da df in toroidale Richtung
zeigt, ergibt sich aus dem Ohmschen Gesetz (9.4) (der Index t bezeichne die
toroidale Komponente)

136) L [[jear =2 [[1icrar =
f f

X ([ iwx Byl dr.
f

Nun ist aber
(vXB)=[(vy t o) X B + Bm)]t
(13.7) =|lvy X Byt oy X By + v XBy+ vy X B,

= v, X B.

Da die Vektorprodukte von meridionalen und toroidalen Vektoren in der Me-
ridianebene liegen, bleibt nur der letzte Term ibrig. Also kénnen wir abschit-
zen
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= 4T 4TA 41T>\
(13.8) Brn 1= 22 10 X B 47 < T3 Uy i [ Ben = 252 B
r r

Dabei ist Uy, max das Maximum des Betrages der poloidalen Geschwindigkeits-
komponente.

Wir werden nun von einem Hilfssatz Gebrauch machen, den wir erst in ¢)
beweisen werden. Hier wollen wir ihn jedoch veranschaulichen. Der Hilfssatz
besagt, dal die Ungleichung

(13.9) By < Bn - C*

gilt. Damit meinen wir: Fiir eine (hinreichend nahe um den singuléiren Punkt
herumfithrende) Feldlinie F* existiert immer eine Konstante C* so, daf die
Ungleichung (13.9) erfiillt ist. Fiir alle Feldlinien mit ' < F* gilt die Unglei-
chung zwischen By, und By, mit derselben Konstanten C*. Mit anderen Wor-
ten: B, geht am singuliren Punkt nicht stirker nach Null als By,

Bm

Abb. 13.2 Die Stirke By, der meridionalen Komponente des Magnetfeldes in einer
kleinen Umgebung des singuliren Punktes.

Diesen Hilfssatz kann man sich leicht plausibel machen: In Abb. 13.2 ist
die Funktion B, = |Bp, | iiber der Meridianebene dargestellt. Da am singulédren
Punkt By, verschwindet, muf} in unmittelbarer Nachbarschaft dieses Punktes
B, zunichst nach aufien hin ansteigen. In einer geniigend kleinen Umgebung
hat also By, qualitativ den in Abb. 13.2 wiedergegebenen Verlauf. Jeder Feld-
linie F = const. entspricht auf der Bp,-Fliche eine geschlossene Kurve. Die
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Aussage (13.9) bezieht sich auf Mittelwerte von By, , die einmal iiber Feldlinien
F = const. und das andere Mal iiber die von Feldlinien umschlossenen Teile
der Meridianebene genommen werden. Ein vorgegebenes F' = const. liefert ei-
ne bestimmte Feldlinie. Wenn man nun zu immer engeren Feldlinien geht (al-
so zu immer kleineren Werten von F), dann — so wird durch die Bedingung
(13.9) behauptet — geht der Mittelwert iiber die Linie nicht schneller nach
Null als der Mittelwert iiber die Flache.

Wir werden diese Aussage spiter beweisen. Zur Veranschaulichung brin-
gen wir hier schon gleich einen einfachen Spezialfall, fir den die Behaup-
tung unmittelbar einsichtig ist: Wenn die Feldlinien in der Nachbarschaft
des singuldren Punktes konzentrische Kreise um den singuldren Punkt sind,
dann sind die Linien B, = |V F| = const. auch Kreise. Die By,-Fliche in
Abb. 13.2 ist also rotationssymmetrisch um eine zur Bp,-Achse paral-
lele, durch den singuliren Punkt gehende Gerade. Da nun Bp, auf
jeder Feldlinie konstant ist und da im Innern der (kreisformigen)
Feldlinie B, nur niedrigere Werte annehmen kann, so folgt By, < Bp,. Hier ist
die Ungleichung (13.9) sogar mit C* = 1 erfiillt.

Fiir das Folgende nehmen wir an, die Ungleichung (13.9) sei schon bewie-
sen. Kombinieren wir nun Gl. (13.8) mit Gl. (13.9), so folgt nach Division
durch B,

(13.10) 1< 4ci27\' Um,max * f* const.,

wobei die Konstante rechts fiir alle betrachteten Feldlinien die gleiche ist. Die-
se Ungleichung kann aber in beliebiger Nihe des singuldren Punktes nicht er-
fiillt sein, da wegen f~ I? die rechte Seite bei Anndherung an den singuliren
Punkt schneller gegen Null geht als die linke Seite. Gl. (13.10) kann in beliebi-
ger Nihe des singuldren Punktes nur richtig bleiben, wenn v, max dort gegen
Unendlich geht, das ist aber ausgeschlossen.

Wie man auch bei anderen Beweisen des Cowlingschen Theorems sieht,
scheitert der axialsymmetrische Dynamo immer am singuldren Punkt V F'=0.
Nur wenn dort die Geschwindigkeit unendlich wiirde, konnte man aus den
Schwierigkeiten herauskommen. Das ist auch anschaulich klar. In der Abschit-
zung (13.1) fiir die fur den stationdren Sonnendynamo notwendige Geschwin-
digkeit haben wir als charakteristische Lineardimension L den Sonnenradius
genommen. In der Néhe des singuldren Punktes ist die charakteristische Linear-
dimension (also etwa der Krimmungsradius der Linien "= const.) der Ab-
stand zum singuldren Punkt. L geht also nach Null, wenn man sich dem singu-
liren Punkt ndhert, und dementsprechend geht die fiir die Aufrechterhaltung
der Stationaritit notige Geschwindigkeit gemaf Gl. (13.1) nach Unendlich.
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F:Co,,s, F=F»

Symmetrieachse
-
-

a) b)

Abb. 13.3 Zusammenhang der beiden Koordinatensysteme (r, ¢) und (F, I). In
a) und b) sind dieselben Feldlinien in der Meridianebene aufgetragen.
Wihrend man links gewohnliche Polarkoordinaten mit dem singulidren
Punkt als Ursprung hat, sind rechts neue Koordinaten F, [ eingefiihrt.

¢) Beweis des Hilfssatzes

Wir fithren dazu in der Meridianebene Polarkoordinaten r, ¢ ein. Dabei wei-
se die Richtung ¢ = 0 senkrecht von der Symmetrieachse fort, r sei der Ab-
stand vom singuldren Punkt, wo F ein Extremum hat (Abb. 13.3a). Die Feld-
linien F' = const sind natiirlich im allgemeinen keine Kreise, sie haben aber
dieselbe Topologie wie Kreise » = const. F habe sein Minimum an der Stelle
r =0, der Wert von F'sei dort F; = F(r=0).

Wir definieren jetzt eine neue Flugrofie F=F—F,, die sich von F nur
durch eine additive Konstante unterscheidet. Alle folgenden Betrachtungen
werden in dieser neuen Variablen F durchgefiihrt; der Einfachheit halber las-
sen wir die Schlange wieder fort. Wir setzen dann voraus, dafl F' wie eine Po-
tenz von r nach Null geht:

(13.11) F~r (n>1)

F unterscheidet sich also von 70 nur durch einen beir = 0 reguldren und
von Null verschieden Faktor.

Wir fihren nun in der Meridianebene ein zweites Koordinatensystem ein:
Aufjeder Feldlinie kann man von ¢ = 0 ausgehend die Bogenlidnge / abmessen.
Es ist I =1(r, ¢). Offenbar kann man jedem Punkt der Meridianebene auf ein-
deutige Weise ein Wertepaar F, [ zuordnen. In diesem Sinne kann man auch
F, I als Koordinaten in derselben Meridianebene benutzen (Abb. 13,3 b).

In den beiden obigen Koordinatensystemen berechnen wir jetzt die Flache
innerhalb einer beliebigen, aber festen Feldlinie F*. Wenn /(F) die Linge einer
Feldlinie ist, die zum Wert F < F* gehort, so erhilt man

F* I(F)
(13.12) = [l rdpar= [ [ J@Palar.

fF*) 00
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Dabei ist J die Jacobische Funktional-Determinante

(13.13) 'T8Fal ol oF °

die durch Umrechnung der beiden Koordinatensysteme entsteht. Es interes-
siert nun das asymptotische Verhalten von J am singuldren Punkt. Wegen
Gl. (13.11) gilt in der Ndhe von r = 0:

(13.14) dF ~r™ldr.

Also folgt

(13.15) rdodr~rdor'™dF,
und wegen

(13.16) dl ~rdy

erhalten wir aus Gl. (13.13)
(13.17) J ~ i n,
Wir konnen also J schreiben in der Form

1—n

(13.18) J=TI(re)r' "=I(F,)F " ,

wobei I bzw. I endliche Funktionen am singuldren Punkt sind.

Den Mittelwert §m iiber die Fliche f* kann man damit wie folgt ab-
schitzen:

*1

By = BnJdIdF

=

!

o5

(13.19)

I nax LS 1-n
< —m f[f Bm(F,l)dl]F" dF ,
f 0 0

denn I (F,1) ist als reguldre Funktion durch den Maximalwert I, iber der
Fliche f™ abschitzbar.
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Da nun wegen der Form (13.11) von F' B, in der Umgebung von r = O re-
guldr und positiv ist, gilt: Aut den Orthogonaltrajektorien zu den Feldlinien
wichst B, monoton nach aufien (vgl. Abb. 13.4).

di
E*

Abb. 13.4 Die Linien F' = const. in der Meridianebene (vgl. Abb. 13.2). Wenn man
vom singuldren Punkt aus auf den Orthogonaltrajektorien (von denen
einige eingezeichnet sind) nach aufen geht, nimmt B, monoton zu.

Ersetzen wir also die Werte B, (F, /) auf den inneren F-Linien durch die
Maximalwerte By, (F™, I) auf den iuferen Feldlinien F*, so gilt die Abschit-
zung:

I(F) I(F)
(13.20) [ Bo F.ndl < [ By (F* 1l
0 0

denn By, nimmt nach auflen monoton zu und ist stetig. Strecken wir jetzt das
Integrationsintervall I/(F) auf die Linge /(F*) der dufersten betrachteten
Feldlinie, so gilt weiter

I(F) I(F*) B
(13.21) [ B @* DA< [ Bu(F*,Ddl = Bn(F™) - 1(F").
0 0

Durch Einsetzen in Gl. (13.19) erhalten wir schlielich

F *
max

- I _ l-n
(13.22) By < vl I(F*)Bn(F¥)F " dF
0

= —}’—* T * 1 (F*) - F*¥7,

Wenn wir die Feldlinien immer enger um den singuldren Punkt zusammenzie-
hen, dann gilt immer noch fiir jeden Wert von FF <F * eine Ungleichung der
Form B, <A(F) By, mit
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(13.23) AF) = —;—Imax 1(F) Fin

Dabei ist f die von der Feldlinie F' = const. eingeschlossene Flache der Meri-
dianebene. Beim Ubergang F - 0 bleibt A (F) endlich. In der Tat ist f~r?,
I(F)~r und F'"~r, also bleibt 4 (F) regulir. Damit li8t sich A(F) durch
eine obere Schranke abschitzen A(F) < C* fir 0< F< F*, und damit folgt
die Behauptung (13.9).

§ 14. Statistische Dynamotheorie

In letzter Zeit hat man — dank der Arbeiten von Parker (1970 a), Krause,
Steenbeck und ihrer Mitarbeiter (Krause, Ridler 1971) — einige Fortschritte
in der Dynamotheorie gemacht. Der wichtigste neue Punkt gegeniiber den il-
teren Versuchen, Dynamos zu konstruieren, ist, dal man statistische Ge-
schwindigkeitsfelder betrachtet. Man hat ja in Sternen Konvektionszonen, in
denen heifle Turbulenzelemente in statistischer Weise aufsteigen, abkiihlen
und wieder absinken. Dementsprechend bedient man sich einer statistischen
Beschreibungsweise. (Wegen einer einfachen Zusammenfassung vgl. auch Dein-
zer 1971.)

a) Elektrodynamik mittlerer Felder

Es sei v(r, t) das Geschwindigkeitsfeld als Funktion des Ortes » und der
Zeit t. Dann kann man v an jeder Stelle iiber hinreichend lange Zeit mitteln
und erhilt einen zeitlichen Mittelwert v. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, da die statistische Bewegung im Mittel stationir sei, daf also » nur noch
vom Ort abhingt. Es existiert eine eindeutige Aufspaltung.

(14.1) v=ov+0,

wo v’ den fluktuierenden Anteil des Geschwindigkeitsfeldes darstellt. Per de-
finitionem verschwindet der zeitliche Mittelwert vonv', es istv’ = 0.

Wenn jetzt u ein zweites fluktuierendes Feld ist, dann folgt fiir das Skalar-
produkt

I
&)
e
+
&
o
+
=
M
+
13
e

I

(142) u-v=@+tua) @+v)

I
|
e
+
R
e
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Der letzte Term verschwindet, wenn die beiden Felder nicht miteinander kor-
reliert sind. Um das zu sehen, denke man sich das bei der Mittelwertbildung
auftretende Integral durch eine Summe angendhert: -

(14.3) u'-v' =% u’-v'dr=leu’(t,.)-v’(t,~)-At (ti=t;1+ A1),
l

o —

7 ist dabei das Zeitintervall, iber das gemittelt wird.

Wenn wir nun einen bestimmten Wert von #' festhalten, so wird er in der
Summe mit allen denkbaren Werten von »' multipliziert auftreten. Unter die-
sen Werten von v’ gibt es genausoviel positive wie negative, sie werden sich
also in der Summe aufheben.

Das gilt fiir jeden Wert von #', so da die in Gl. (14.3) gegebene Summe ins-
gesamt verschwindet. Also ist ' - »' = 0 bei unkorrelierten Feldern. Als ein-
fachstes Beispiel von korrelierten Feldern wihlen wir u' =v'. Dann wird
u' - v’ = v'2> 0. Allgemein verschwindet #' - v’ nur dann nicht, wenn be-
stimmte Werte von o’ bevorzugt mit bestimmten Werten von u" auftreten.
Dann heben sich die einzelnen Glieder, die zur Mittelbildung beitragen, nicht

mehr vollstdndig auf.
Entsprechend der Gl. (14.2) gilt auch

(14.4) uXv=uXv+ uXv,

und der letzte Term verschwindet, wenn die beiden Felder nicht korreliert
sind.

Ein Magnetfeld, das sich mit der statistisch bewegten Materie mitbewegt
(sich aber wegen der endlichen Leitfdhigkeit auch relativ zur Materie bewegen
kann), variiert dann auch statistisch und 148t sich gleichfalls aufspalten in der
Form

(14.5) B =B+ B'.
Das gleiche gilt fir j und E. Die Maxwell-Gleichungen gelten wegen ihrer

Linearitdt auch fir die gemittelten Gréfen. Man hat jetzt eine Elektrodyna-
mik der mittleren Felder. Anders jedoch das Ohmsche Gesetz:

(14.6) j=j‘+j'=>\[E+E'+cl(6+v’)><(§+B’)].
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Nimmt man davon den Mittelwert, so bleibt wegen
(14.7) j'=0,E=0,v=0 8 =0
die Beziehung

(14.8) F=ANE+— (vXB)+ (v X B)}.

Man erhilt also fiir die Mittelwerte von j, E,» und B wieder einen Zusam-
menhang von der Form des Ohmschen Gesetzes (9.4), bekommt aber noch ein
Zusatzglied

(14.9) 2 @XB).

Es ist ein Mittelwert iiber ein Produkt, dessen Faktoren im Mittel gleich null
sind. Nur wenno' und B’ voneinander unabhingig wiren, wiirde dieses Glied
verschwinden; das ist aber nicht der Fall. Die Fluktuationen des Magnetfeldes
werden ja hervorgerufen von der fluktuierenden Bewegung der Materie, die
durch das Geschwindigkeitsfeld »' gegeben ist Man kann also nicht erwarten,
daB im Produkt (14.9) die Geschwindigkeit »' mit einem FeldvektorB ge-
nauso wahrscheinlich gekoppelt ist wie mit —B’. Deshalb wird » o' X B’ im all-
gemeinen nicht verschwinden. Es tritt also ein neues Glied im Ohmschen Ge-
setz auf; dieses Glied enthilt Einzelheiten der fluktuierenden Felder. Im allge-
meinen Fall ist es nicht einfach zu bestimmen, trotzdem 148t sich einiges iiber
die Struktur dieses Gliedes aussagen.

Dazu nehmen wir an, dafl das Geschwindigkeitsfeld im Mittel verschwindet,
also » = Qist. Ferner nehmen wir an, daf das fluktuierende Geschwindigkeits-
feld homogen und isotrop ist. Es sollen also im Mittel kein Raumpunkt und
keine Richtung ausgezeichnet sein. Wir setzen B=B + B’ und v =v+ v’ in
die Gleichung ein, die das zeitliche Verhalten des Magnetfeldes beschreibt, al-
so in

c? aB

(14.10) oy AB + V X (vXB)— —=0.

Wir erhalten dann wegen v =0

14.11 AB + VX XB' —‘QE—,— — c? AB— V X( XB)+—§—
( ) amn (v'XB) ar 4T\ v :
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Wir diskutieren nun Losungen B’ dieser Gleichung zu vorgegebenen Feldern v’
und B. Wir wollen die Differentialgleichung jedoch nicht 16sen, sondern nur
gewisse allgemeinere Aussagen iiber B' in Abhingigkeit von B aus ihr gewin-
nen.

Gl. (14.11) bleibt richtig, wenn man B und B’ gleichzeitig mit demsel-
ben Zahlenfaktor multipliziert; die fluktuierende Losung B’ hingt also ho-
mogen vom mittleren Feld B ab. Wie man aus Gl. (14.11) sieht, hingt B’
auch nur linear von B ab; bei linearer Supersposition mehrerer mittlerer Ma-
gnetfelder iiberlagern sich die zugehorigen fluktuierenden Magnetfelder.

Aus der Differentialgleichung (14.11) 148t sich also im Prinzip ein Ausdruck
fir B' gewinnen, der linear und homogen von B abhingt. (Er hingt natiirlich
auch noch von v’ ab, aber das interessiert hier nicht.) Also hingt auch v'X B’
linear und homogen von B ab, und da diese Eigenschaft auch bei Mittelwert-
bildung erhalten bleibt, ist ' X B beziiglich B linear und homogen.

Im allgemeinen hingt die Losung einer linearen inhomogenen partiellen
Differentialgleichung vom Verhalten des inhomogenen Gliedes im ganzen
Raum ab. Man denke dabei nur an die Lésungen der Poisson-Gleichung!
Ebenso hingt die Losung B' der Gl. (14.11) von den Werten der Funktionen
Bund v’ im ganzen Raum ab.

Wir wollen hier aber als eine Niherung voraussetzen, dat der Wert von B’
und damit der von »’' X B’ an einer bestimmten Stelle des Raumes nur von
den Feldern B und o' in einer kleinen Umgebung dieser Stelle abhingt.
Dann konnen wir annehmen, daf im Ausdruck fir ' XB' an einer Stelle P
neben B (P) selbst nur noch rdumliche erste Ableitungen (genommen an der

Stelle P) der Komponenten von B auftreten.

Damit stehen wir vor der Aufgabe, fiir v' X B' ein Vektorfeld zu finden,
das linear und homogen in B und seinen ersten Ableitungen ist. (Wegen »=0
und der vorausgesetzten Homogenitit und Isotropie kommen v und seine Ab-
leitungen dabei nicht vor.) Da es darum geht, ein Vektorfeld zu finden, mufy
man fragen, welche Vektoren gebildet werden konnen, die die Ableitungen
der Komponenten von B linear und homogen enthalten. Wie kann man den
Vektoroperator V = (9/0x, 8/dy, 9/0z) mit B verkniipfen, um wieder einen
Vektor zu erhalten? Die einzige Mdglichkeit ist V X B. Damit folgt, daf
»' X B' eine Linearkombination der Vektoren B und V X B sein muf. Man
konnte noch erwarten, daf auch noch Beitrige vom Feld »' in »' X B eine
Rolle spielen. Sicherlich kann es aber keine vektoriellen Beitrige dieser Art
geben, denn durch Mittelbildung 14t sich aus dem Vektorfeld »' kein Vek-
tor gewinnen. Solch ein Vektor wiirde in jedem Raumpunkt in eine bestimm-
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te Richtung weisen, was mit der Isotropie der turbulenten Bewegung in Wider-
spruch stiinde. Wohl aber kann man aus v’ durch Mittelbildung Skalare bil-
den, wie etwav'?

Damit bleibt, da sich »' X B’ in der Form
(14.12) vXB' = aB —BVXB

schreiben lassen mufl. Dabei hiingen die skalaren Koeffizienten o und §
nicht mehr vom Feld B ab (sonst wére die Linearitdt in B gestort), wohl
aber hingen sie noch vom Feld v’ ab.

Wenn man « und 8 im einzelnen berechnen will, mufl man fiir ein vorge-
gebenes Geschwindigkeitsfeld »' den Ausdruck »' X B durch B undV XB
darstellen. Dabei ergibt sich, was hier nicht hergeleitet werden soll, daf a ge-
rade dann nicht verschwindet, wenn die Turbulenzelemente bei ihrer Bewe-
gung systematisch einen gewissen Drehsinn besitzen. Damit ist gemeint, dal
alle Turbulenzelemente eine Art Schraubenbewegung mit einem bevorzugten
Schraubensinn ausfithren, unabhingig von ihrer sonstigen riumlichen Bewe-
gung,. Das ist nicht eine so kiinstliche Annahme, wie es auf den ersten Blick
scheint; wir werden weiter unten zeigen, daf die turbulente Bewegung in Kon-
vektionszonen von rotierenden Sternen einen derartigen bevorzugten Schrau-
bensinn hat.

b) Konvektion mit Schraubenbewegung

Fiir das Folgende nehmen wir an, bei der Bewegung der Materie sei ein be-
stimmter Drehsinn ausgezeichnet. Wenn ein Materieballen aufsteigt, dann soll
er sich gleichzeitig um eine zu seiner Bewegungsrichtung parallele Achse dre-
hen, und dieser Drehsinn soll fiir alle aufsteigenden Turbulenzelemente dersel-
be sein. Wir wollen hier noch nicht begriinden, woher solch eine spezielle Be-
wegungsart kommt; wir nehmen sie als gegeben an und fragen, welche Folge-
rungen das auf unser neues Ohmsches Gesetz (14.8) hat.

Wenn durch die Turbulenzbewegung ein Materieballen aufsteigt, nimmt er
Feldlinien mit. Die mit nach oben gefiihrten Feldlinien werden dann entspre-
chend mitgedreht, wie es in Abb. 14.1 schematisch dargestellt ist. Jede Feld-
linie wird also durch die turbulente Materie so verdreht, daf} sie eine Schleife
bildet. Diese Schleife hat zur Folge, daf der Strom j=c V X B/4T eine Kom-
ponente entgegen der Richtung des urspriinglichen (mittleren) Feldes bekommt.
Das aber wird gerade durch den Term a B in Gl. (14.12) ausgedriickt, denn setzt
man Gl. (14.12) in Gl. (14.8) ein, so folgt
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Abb. 14.1 Verformung einer Feldlinie durch ein aufsteigendes und sich um eine
zur Aufstiegsrichtung parallele Achse drehendes Materieelement (nach
Parker 1970b).

v F+l(ox R anm _ B 2
(14.13) J=NE+_(vXB) + [ B C(VXB)].

Der mit a behaftete Term liefert eine Stromkomponente parallel oder an-
tiparallel (je nach dem Vorzeichen von @) zum mittleren Feld B. Das Auf-
treten eines zusitzlichen Stromes in Richtung von B nennt man den ,,o-Ef-
fekt .

Der mit B behaftete Term ldBt sich auch deuten: Dazu schreiben wir Gl.
(14.13) mit Hilfe von V X B=47j/c um in

(14.14) F=MIE+s @xB) + 2B,
wobei wir

1 _ 1 an
(14.15) i -

gesetzt haben. Man kann zeigen (Krause, Ridler 1971), dafl 8 positiv
ist; das B-Glied verringert also die Leitfdhigkeit. Im Gegensatz zur sub-
stanzeigenen Leitfihigkeit A spricht man dann von der turbulenzbe-
dingten Leitfahigkeit At <A\. At ist in jedem Fall endlich, auch wenn X be-
liebig grof ist.

In der Tat muf ntan erwarten, daf} das mittlere Magnetfeld bei turbulenter
Bewegung schneller verschwindet, als es der Zeitskala 7= 4T\ L?/c?® ent-
spricht. Die statistische Bewegung bringt ja verschiedene Feldrichtungen rium-
lich nahe zusammen, sie ,,zerzaust** das urspriingliche Feld. Auch treten an
der gleichen Stelle im Raum in kurz aufeinanderfolgenden Zeitrdumen Felder
verschiedener Richtungen auf, die sich bei der Bildung von B teilweise aufhe-
ben. Dadurch wird die fir das Feld charakteristische Lineardimension L ver-
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kleinert und die Zerfallzeit des Feldes stark herabgesetzt. Im Prinzip ist es das
Gleiche wie bei unserem Beispiel mit dem Schachbrett in § 11. Statt der Zer-

fallszeit 7 fiir das Feld B hat man jetzt die Zerfallszeit 77 = 4Ty L%/c? <7

fiir das Feld B.

c) Einfache Dynamos

Wenn in einem turbulenten Plasma die fluktuierende Bewegung einen be-
stimmten Drehsinn auszeichnet, gestatten die elektrodynamischen Eigenschaf-
ten dieses Mediums, einen Dynamo zu konstruieren. Wir geben im folgenden
einige Beispiele fur die Wirkung des a-Effekts. Dabei wollen wir uns immer
noch nicht mit der Frage befassen, woher die turbulente Bewegung den Dreh-
sinn erhilt. Wir nehmen also ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld als gegeben
an, dessen Turbulenzelemente eine Schraubenbewegung ausfiihren. Die folgen-
den Beispiele stammen von Krause und Rédler (1971).

RAOPYIRAPFRP N
° DY RHJY ADIARD

—s R+ - O - —
b — Rt - B B
—eR+ - —
1 S T/

Abb. 14.2 Konstruktion eines Dynamos mit turbulenter Materie eines bevorzugten
Schraubensinns. a) zeigt schematisch die statistische Orientierung der
Turbulenzelemente (alle ausgestattet mit rechtsgerichtetem Schrauben-
sinn). Legt man ein homogenes Magnetfeld an den Kasten (b), so erzeu-
gen die zu Schleifen deformierten Feldlinien alle einen Strom antiparallel
zum Feld. Dieser Strom wiederum erzeugt Raumladungen an den Kasten-
enden, die man durch eine geeignete leitende Verbindung (c) zu einem
feldverstarkenden Strom ausnutzen kann (nach Krause und Ridler 1971).

Gegeben sei ein Kasten, der ein in turbulenter Bewegung befindliches Me-
dium enthalte, bei dem rechtshidndige Schraubenbewegungen bevorzugt auf-
treten (Abb. 14.2a). Ein homogenes Magnetfeld werde von auien angelegt.
Es erscheinen dann die Schleifen, wie wir sie von Abb. 14.1 her kennen, in
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den verschiedensten Lagen. Eines allerdings ist allen gemeinsam: Es tritt im-
mer eine zum Magnetfeld antiparallele Komponente des elektrischen Stromes
auf. (Wegen des rechtshindigen Windungssinnes der Schrauben ist o <0.)
Diese sorgt fir eine Ansammlung von Ladungen an den Enden des Kastens
(Abb. 14.2b). Ein Beobachter wiirde feststellen, da die in dem Kasten be-
findliche Materie die Eigenschaft hat, eine elektrische Feldstirke parallel zum
angelegten Magnetfeld aufzubauen. Um nun eine Dynamowirkung zu bekom-
men, braucht man jetzt nur noch die seitlichen Begrenzungen des Kastens lei-
tend zu verbinden und diese Leitung in Windungen mit ebenfalls rechtshindi-
gem Schraubensinn um den Kasten zu filhren (Abb. 14.2¢). Dann wird, jeden-
falls bei geniigender Stirke der Effekte, das Magnetfeld, das fir die Spannung
sorgt, von dem durch die Wicklung flieRenden Strom selbst aufgebaut.

Ein anderes einfaches Beispiel, das die Dynamowirkung zeigt, ist in Abb.
14.3 dargestellt.

Abb. 14.3 Modell zum Aufbau eines selbsterregten Magnetfeldes in Materie mit
dem Ohmschen Gesetz.

Zwei leitende Ringe mogen in der gezeigten Weise in ein elektrisch und ma-
gnetisch nicht leitendes Medium eingebettet sein. Die mittlere Geschwindig-
keit in diesem Medium moge verschwinden (v= 0). In den Ringen gelte ein
Ohmsches Gesetz der Form j = Ap(E + f‘B) mit o F 0. (Die Mittelungsstri-
che lassen wir von jetzt an fort, es sind immer gemittelte Grofien gemeint.) Wir
gehen von einem Strom j, in Ring I aus, der von einem Magnetfeld By im
Ring II begleitet wird. Dieses hat wegen des a-Effektes den Strom j; in RingII
zur Folge und dieser wieder ein Feld B, in Ring I. B, bedingt (wieder wegen
des o-Effektes) einen Strom j,, der den urspriinglichen Strom verstirkt. Dieser
Mechanismus lauft unabhingig davon, ob By und j; bzw. B, und j, parallel
(a > 0) oder antiparallel (« < 0) sind. Es ist also auch hier méglich, da$ Stré-
me und Magnetfelder trotz Ohmscher Verluste nicht abklingen, sondern sich



94 Kap. II. Magnetohydrokinematik

moglicherweise sogar noch verstirken. Das ist aber gerade die gewiinschte Dy-
namowirkung.

d) Drehsinn und Turbulenz in rotierenden Systemen

Bisher haben wir die Schraubenbewegung der Turbulenzelemente als vorge-
geben angesehen, ohne uns um die Ursache dafiir zu kimmern. Die grofie Be-
deutung des a-Effekts liegt darin, dafl er bei Turbulenz in einem rotierenden
System ganz von selbst auftritt. Denken wir uns einen Materieballen in der
dufBeren Konvektionszone der Sonne. Wenn er aufsteigt, kommt er in Zonen
niedrigeren Gasdruckes. Er wird also expandieren. Bei dieser Expansionsbewe-
gung muf sich ein Teil seiner Materie horizontal in Nord-Siidrichtung bewe-
gen. Diese Materie ist aber auf der rotierenden Sonne der Corioliskraft ausge-
setzt: Der aufsteigende Ballen erhidlt eine Drehbewegung um eine lotrechte
Achse, das ist genau die Art von Drehbewegung, die fiir den a-Effekt notwen-
dig ist! Die Rotation erzeugt in der Konvektionszone der Sonne einen a-Ef-
fekt. In der Tat ist es moglich, in der Sonne mit Hilfe dieses Effektes ein Ma-
gnetfeld stationdr aufrecht zu erhalten, auch im Fall von axialsymmetrischen
mittleren Feldern. Dal man damit nicht im Widerspruch zum Cowlingschen
Theorem kommt, liegt daran, dafl man jetzt ein anderes Ohmsches Gesetz hat.

Tatsdchlich versagt der Beweis des Cowlingschen Theorems, wenn man das
Ohmsche Gesetz in der Form
P = 1 3
(1416)  j =\ [E+— (@XB)+ ; B]

annimmt. Das Zusatzglied in Gl. (14.16) wird sofort wichtig, wenn man ent-
sprechend dem Cowlingschen Theorem zu zeigen versucht, daf fiir axialsym-
metrische mittlere Felder kein Dynamo moglich ist. Wir gehen dazu in die
Gleichung (13.6) und erhalten jetzt

(1417) 2T ff =47 TfflvaB TffaB df
1

und anstelle von Gl. (13.8)
— 471'7\'1' = 4T At
(1418) Bl < — Upn,max B - [+ — [[a- By df.

Wenn jetzt auch wieder die Ungleichung (13.9) gilt, so kommt man jetzt
wegen des letzten Gliedes rechts auf keinerlei Schwierigkeiten beim Grenz-
iibergang r ~ 0, denn B; muf im singularen Punkt nicht verschwinden.
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Mit der Theorie von Krause, Steenbeck und Parker gelang es, Modelle fiir
die magnetischen Vorginge zu finden, die qualitativ den 22jéhrigen Magnet-
feldzyklus der Sonne als Folge der Wechselwirkung von statistischer Bewegung
des Plasmas und der Rotation der Sonne erkliren. Den Mechanismus des Son-
nendynamos hat man sich dann etwa folgendermafien vorzustellen: Die Sonne
rotiert nicht starr, sondern differentiell, das heiflt, die Winkelgeschwindigkeit
ist vom Achsenabstand abhingig: Q = Q(s). Ein zufillig vorhandenes poloida-
les Feld (etwa in Form einer Stérung) bekommt durch diese differentielle Ro-
tation eine toroidale Komponente, da das Feld wegen der hohen Leitfahigkeit
von der Materie mitgenommen wird. Dieses toroidale Feld erzeugt nun mit
Hilfe des o-Effektes wieder ein poloidales Feld, das das anfingliche poloidale
Feld verstirkt. Da dieser Mechanismus sowohl den a-Effekt als auch die diffe-
rentielle Rotation bendtigt, spricht man vom a-2-Dynamo. Abb. 14.4 zeigt
ein Beispiel der auf diese Weise von Roberts und M. Stix (1972) numerisch

berechneten Feldkonfigurationen.

Abb. 14.4 Numerisch berechnete Feldkonfiguration fiir einen Sonnendynamo nach
Roberts und M. Stix (1972). In der linken Hilfte sind die F lufrohren des
toroidalen Feldes dargestellt (das Zeichen ® symbolisiert das aus der
Zeichenebene austretende Feld, wihrend das Zeichen @ fiir das in die
Zeichenebene eintretende Magnetfeld steht), rechts die Feldlinien des
meridionalen Feldanteiles. Die statistische Dynamotheorie gestattet so-
wohl stationire als auch zeitlich periodische Losungen.
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Woher kommt nun die Energie, die vom Magnetfeld dissipiert wird? Sie
kommt sicherlich nicht aus der Rotationsenergie der Sonne. Die Rotation der
Sonne kann sich némlich dabei nicht verlangsamen, da der Mechanismus kei-
nen Drehimpuls abfiihrt. Die Energie wird vielmehr aus der Bewegung genom-
men, die das Magnetfeld aufrecht erhilt, aus der Turbulenz. Woher hat nun
die turbulente Bewegung selbst die Energie? Die Konvektionszone der Sonne
dient dazu, Energie aus dem Innern der Sonne nach aufien zu transportieren,
sie wird getrieben von der im Innern der Sonne erzeugten Energie, die zur
Oberflache dringt. So ist es letztlich die Kernenergie, die im Zentralgebiet der
Sonne befreit wird, die iiber die Turbulenz das Magnetfeld der Sonne aufrecht
erhilt. Man kann leicht abschidtzen, da® nur ein verschwindender Bruchteil
der Strahlungsleistung der Sonne nétig ist, um das gesamte magnetische Schau-
spiel zu bestreiten, das uns die Sonne im 22jdhrigen Zyklus vorfiihrt.



Kapitel III
MAGNETOHYDRODYNAMIK
Jetzt gehen wir von der Kinematik zur Dynamik iiber. Die Materie soll sich
nicht mehr nach einem kiinstlich vorgegebenen Geschwindigkeitsfeld bewegen;
v(r, t) soll vielmehr einer Bewegungsgleichung geniigen. Dabei miissen wir als

Krifte nicht nur den Gradienten des Druckes und dufiere Krifte wie die
Schwerkraft beriicksichtigen, sondern auch die elektromagnetischen Krifte.

§ 15. Die Kraftwirkung des Magnetfeldes auf die Materie
Aufjedes Teilchen der Ladung g wirkt nach § 1 die Kraft
(15.1) K =qF + %vXB.
Die Kraftwirkung auf ein Gas, das aus einzelnen Ladungstridgern besteht, er-

hilt man dann durch Ubergang von g auf die Ladungsdichte o und von qv
auf die Stromdichte j.

Damit folgt die Kraftdichte auf die Materie
(15.2) k =0FE + cleB.

Die Abschidtzung c{es Gliedes o E ergibt, dal es im Rahmen unserer Ndherung
in § 8 gegeniiber  j X B vernachlissigbar ist, mit

L . B

(15.3) |]|—4,"|VXB| anl’
1 E
(15.4) O_HV E~m

erhalten wir nimlich
2

(15.5) —l"—g -E <

o

>
(o]
©
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Also setzen wir fiir die Kraftdichte

(15.6) k= -ClijB.

Die Kraft verschwindet, wenn der Strom j parallel zum Magnetfeld B
fliefdt.

a) Der Energiesatz

Wir leiten jetzt aus dem Ohmschen Gesetz den Energiesatz her, der unter
anderem die Arbeit gegen die elektromagnetische Kraftdichte (15.6) enthilt.
Dazu multiplizieren wir das Ohmsche Gesetz (9.4) mit j und erhalten:

Lo . ppl. _c G
(15.7) =j E+—j-(0XB)=7-(VXB)-E+j(eXB).

1.
>\ ]
Mit der Identitat

(15.8) V-(EXB) =B-(VXE)—E-(VXB)
und der Maxwell-Gleichung

(15.9) VXE = — %1}

wird daraus

1., 19
+ 4= V- (EXB) = — 5 =

(1510 3 4

2 g4~ j-(vXB).

Mit der Definition des Poynting-Vektors

(15.11) S_Z’EEXB

erhalten wir schlieflich:

(15.12) — ?3% % B? = %j’ + V-S+ Clv-(jXB).

Links steht jetzt der Verlust an magnetischer Feldenergie pro Raum- und
Zeiteinheit. Er setzt sich aus den folgenden Gliedern rechts zusammen: aus
dem Anteil, der in Form von Joulescher Warme verheizt wird, dem Teil, der
durch den Poyntingvektor weggetragen wird und schlieflich aus der Arbeit,
die das Feld iiber die neu eingefihrte Kraftdichte an der Materie leistet.
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Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie die Kraftdichte bei einer gegebe-
nen Feldkonfiguration wirkt, diskutieren wir nun zwei einfache Beispiele:

i -

b
Abb. 15.1 Das in der oberen Bildhilfte gezeichnete inhomogene Parallelfeld, dessen

Absolutbetrag unten aufgetragen ist, iibt auf die Materie Krifte in Rich-
tung der unten angezeichneten Pfeile.

b) Der magnetische Druck

Wir nehmen ein paralleles Magnetfeld, das in kartesischen Koordinaten nur
cine z-Komponente habe, die jedoch von x abhidngen moége (Abb. 15.1a),
also

(15.13) B = (0, 0, B(x)).

Fir die Kraftdichte gilt dann:

_l.yp- L
(15.14) k=_jXB = -(VXB)XB.

[Ferner ist

(15.15) ?i =V XB = (0,—B',0).
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Dabei bedeutet der Strich bei B die Ableitung nach x. Mit
(15.16) (VXB)YXB = (—BB',0,0)

folgt fiir die x-Komponente

1

(15.17) ky = Ty

' _ _l_ AU
BB = 3T B*).
Aus der Inhomogenitit des Magnetfeldes resultiert also eine Kraftdichte &,
(Abb. 15.1 b). Hier wirkt die Kraft auf die Materie wie ein Druck. So wie
ein isothermes Gas von Stellen hoher Teilchendichte in Gebiete niedriger
Dichte driickt, so driicken die Feldlinien von Gebieten hoher Feldstirke in
Gebiete niedriger Dichte der Feldlinien. Die Feldlinien scheinen sich abzu-
stofen. Man kann also hier von einem magnetischen Druck sprechen. Aber
anders als beim Gasdruck ist die Kraftwirkung eines Magnetfeldes viel kom-
plizierter; das sehen wir im nichsten Beispiel.

Y4
a B
x
Vz
b
X
¥4
BN,
/\/\/\j x

Abb. 15.2 Ein homogenes Magnetfeld (a) wird durch ein Geschwindigkeitsfeld (b)
deformiert, so daf es die Form (c) erhilt. Die dabei auftretenden Krifte
versuchen, das Magnetfeld in die urspriingliche Form zuriickzubringen.

¢) Der magnetische Zug

Jetzt sei zundchst ein homogenes Magnetfeld

(15.18) By, = (By,0,0)
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gegeben, fiir das die Kraftdichte (15.14) verschwindet (Abb. 15.2 a). Dieses
Feld werde (bei unendlicher Leitfahigkeit) von einem Geschwindigkeitsfeld
v=(0, 0, v, (x) — etwa von der in Abb. 15.2b gegebenen Art — verzerrt, so
daf nach einiger Zeit die Feldlinien aussehen, wie in Abb. 15.2¢ dargestellt
ist.

Zur Berechnung des verzerrten Feldes bendtigen wir

(15.19) vX By = (0, v, By, 0)
und
(15.20) VX (vXBy)=(0,0,v, By).

Dann ist das verzerrte Feld nach Gl. (10.13) und wegen A = oo:

0B
ot

By + (0,0, v, By dt) = (Bo, 0, v. B, d?).

B

By +

0 dr = By +V X (v X By) dt
(15.21)

Welche Kraft iiben nun die so verkriimmten Feldlinien aus? Es ist

(15.22) i‘cﬂj = VX B=(0,—v. B, dt,0),

also
(15.23) cljx3= ;:—E(VXB)XB=(O,O,UZ"B§ dr).

Damit folgt

(15.24) &, = 4—lﬂu;’30’" dr.

Die magnetische Kraftdichte hat nur eine Komponente in z-Richtung. Sind die
Feldlinien an einer Stelle in Abb. 15.2 ¢ nach oben konvex, dann ist v, <0,
und die Kraft zieht nach unten, sie ist also so gerichtet, daf} sie die Ausbeu-
lungen des verzerrten Feldes wieder gerade zu biegen versucht. Wir konnen al-
so sagen, daf} die magnetischen Feldlinien die Tendenz haben, sich zu verkiir-
zen. Dementsprechend spricht man von einem magnetischen Zug.
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§ 16. Die Grundgleichungen der Magnetohydrodynamik

Um zu dem Gleichungssystem zu kommen, das die dynamischen Wechsel-
wirkungen zwischen Feld und Materie beschreibt, miissen wir das in § 9 gege-
bene System erweitern.

a) Das Gleichungssystem

Die erste zusitzliche Gleichung ist die Bewegungsgleichung der Materie, die
wir aus der Hydrodynamik iibernehmen:

dv _ dv
Pt Pt

Av=V(V-v)— VX (VX))

(16.1) +p(®-V)v=—VP+k+pvav.

Der Term p v A v gibt die Kraftdichte der Reibung wieder. v ist die hier als
konstant angenommene kinematische Viskositit. Thre Dimension ist cm?sec’.

Der Vektor k enthilt alle auf die Materie wirkenden dufieren Kréfte. Hier
ist vor allem die im letzten Paragraphen hergeleitete elektromagnetische Kraft-
dichte wichtig:

(16.2) k = cij X B.

Je nach Anwendung werden wir spiater auch die Dichte p g der Schwerkraft
in k mitnehmen. Dabei ist g die Schwerebeschleunigung. Ferner kommt die
Kontinuitdtsgleichung der Materie hinzu:

(16.3) g—f + V-(v) = 0.

Schlieflich miissen wir noch eine Aussage iiber die Zustandsgleichung ma-
chen. Genauer gesagt, wir miissen vorschreiben, wie P und p zusammenhin-
gen. Dieser Zusammenhang ist nicht einfach anzugeben, da er durch das Ver-
halten der Temperatur mitbestimmt ist. Haben wir zum Beispiel ein isother-
mes, ideales Gas, das wihrend seiner Bewegung seine Temperatur beibehilt,
dann gilt einfach

(16.4) P=Cp.
Dabei ist die Konstante C proportional zur Temperatur. Das ist zum Beispiel

der Fall, wenn man ein urspringlich isothermes Gas hinreichend langsam be-
wegt, so langsam, daf es Zeit hat, sich auf die Temperatur der Umgebung ein-
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zustellen. Bewegt man dagegen das Gas so rasch, daf es keine Zeit hat, Energie
abzustrahlen oder abzuleiten, dann gilt im jeweiligen Ruhsystem eines Mate-
rieelements die Adiabatenbeziehung

(16.5) P=Cp".

Dabei ist y der Adiabatenexponent, der bei einem idealen Gas von f Frei-
heitsgraden durch

f+2
f

bestimmt ist. Fiir das Folgende schreiben wir die Zustandsgleichung in der all-
gemeinen Form P =P (p, T); wir sind uns aber immer bewufit, da} zu ihrer
Festlegung eigentlich noch gleichzeitig ein Problem des Warmetransports mit
zu l6sen ist. Wir werden uns meist auf die beiden Grenzfille der Isothermie
und der Adiabasie beschrinken. In § 21 werden wir allerdings ein Beispiel be-
handeln, in dem gerade der thermodynamische Teil des Problems besondere
Effekte hervorruft.

Wir fassen nun unser Gleichungssystem zusammen:

(16.6) y =

(16.7) vx3=i‘clj,
- _ 1098

(16.8) VXE=——3=,
(16.9) VB =0,
(16.10) ji= A(E+clv><13),
(16.11) p g—t!’-+p(v-V)v= —VP+cinB+pg+puAv,
(16.12 2 _ _ g (om)

-12) Y, pv),
(16.13) P = P(p,T).

Diese sieben Gleichungen sind die Grundgleichungen der Magnetohydrodyna-
mik. Dabei haben wir in der Bewegungsgleichung die Schwerkraft mit beriick-
sichtigt. Wir haben ein System nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen
vorliegen. Die Temperatur nehmen wir als eine gegebene Funktion an. Im ein-
fachen Fall der Isothermie haben wir T = const., in anderen Fillen ist T
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durch die Warmeleitungsgleichung gegeben. Wir werden fast immer nur Bewe-
gungen mit kleinen Geschwindigkeiten betrachten, dann kann man das Glied
p (v * V) v in der Bewegungsgleichung vernachléssigen. Zur Lésung unseres
Gleichungssystems muf8 man noch Randbedingungen vorgeben — wir werden
spiter darauf zuriickkommen.

b) Abschdtzungen

Um die Terme der Bewegungsgleichung gegeneinander abschitzen zu kon-
nen, nehmen wir wieder an, daf} L eine fiir das Problem charakteristische
Linge ist, innerhalb der sich etwa Feldstirke oder Geschwindigkeit merklich
dndern. Ebenso sei 7 eine charakteristische Zeitskala. Dann gilt fiir die einzel-
nen Terme:

L ) v v _ L
(16.14)  Trigheitsterm: p S =P (v = 7)’
(16.15) Lorentzkraft: 1 B ~ Ll
) ’ ¢! 4mlL’
(16.16)  Viskositit: lovAv| ~ pL”zv.

Bei langsamer Bewegung kann man oft den Trigheitsterm vernachlissigen,
bei schwachen Magnetfeldern die Lorentzkraft. Fiir das Verhéltnis von Lorentz-
kraft und Tréigheitsterm erhalten wir

B?/8m _elektromagnetische Energiedichte
p /2 kinetische Energiedichte

(16.17) S =

Die dimensionslose Zahl S entscheidet bei guter Leitfahigkeit, wer stirker ist,
Feld oder Materie. Ist S grofs gegeniiber 1, dann iiberwiegt die magnetische
die kinetische Energie, das Magnetfeld hdlt die Bewegung der Materie in Gren-
zen. Ist dagegen S klein gegeniiber 1, so mufd das Magnetfeld der Bewegung
der Materie folgen.

Wir nehmen als Beispiel die Verhdltnisse in der Photosphiére der Sonne, die
Dichte ist dort etwa 2 X 1077 g cm™. Aus den darunterliegenden Schichten
wird die Sonnenenergie durch Konvektionsbewegung nach aulen transpor-
tiert; heifle Materieballen steigen auf, kithle sinken ab. In der Photosphire
mift man Konvektionsgeschwindigkeiten von etwa 2 km/sec. In der ungestor-
ten Photosphidre mifit man magnetische Feldstirken von einigen Gauf. Wir er-
halten also fir B=2T":
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2
(16.18) % v? = 4X10%, g—n = 1.6X 107", also §=4X 1075,

Das Magnetfeld wird also von der konvektiven Bewegung mitgenommen. An-
ders ist es dagegen, wenn die Magnetfeldstirke tausend Mal grofier ist. Mit

B =2000T" folgt S =40; jetzt halten die Feldlinien die Materie fest.

In Sonnenflecken hat man Feldstirken von mehreren tausend Gauf}, und
deshalb sollte dort die konvektive Bewegung unterdriickt werden. L. Biermann
(1941) hat sogar geschlossen, da die Magnetfelder die eigentliche Ursache da-
fur sind, da die Flecken dunkler sind als die umgebende Photosphire. Da die
konvektive Bewegung vom Feld unterdriickt wird, wird an diesen Stellen der
vom Sonneninnern kommende Energiestrom abgestoppt. F. Hoyle (1949)
schlug vor, da} der Energiestrom seitlich um den Fleck herum abgelenkt wird
(vgl. auch Cowling 1953). Da die Energiebilanz erhalten bleiben muf3, miil3te
dann die unmittelbare Umgebung des Fleckes heller strahlen als die iibrige
Photosphire. Das ist jedoch nicht der Fall, genauere neuere Beobachtungen
haben gezeigt, daB® die Vorginge in Wirklichkeit komplizierter sind. Das Defi-
zit des Energiestroms im Fleck wird vielmehr durch die (helleren) Fackeln und
andere Erscheinungen der Sonnenaktivitit ausgeglichen. Die konvektive Bewe-
gung im Fleckeninnern wird auch nicht vollstindig unterdriickt, das schliefdt
aber nicht aus, dal der Energiestrom im Fleck trotzdem durch das Magnet-
feld stark gedrosselt wird, der Fleck erscheint deshalb dunkler.

Im interstellaren Gas beobachtet man Relativgeschwindigkeiten absorbie-
render Wolken von 8 km/sec. Die Dichte liegt bei p = 107%% g cm ™3 und das
Magnetfeld bei 5 X 107®I". Dann folgt S = 3.1 . Magnetische und kinetische
Energiedichte sind also von gleicher Grolenordnung.

¢) Magnetohydrostatik

Leider ist das System der magnetohydrodynamischen Grundgleichungen,
das wir im Abschnitt a) kennenlernten, schon so kompliziert, dal es nur weni-
ge analytische Losungen gibt. Man mufl daher meist zu numerischen Losungs-
methoden greifen. Es sieht allerdings schon viel besser aus, wenn man sich auf
spezielle Losungen beschrinkt.

In den folgenden Paragraphen werden wir statische Losungen des Systems
der magnetohydrodynamischen Gleichungen untersuchen, d.h. Lésungen, fur
die alle Grofien zeitlich konstant sind und fiir die die Materiegeschwindigkeit v
identisch verschwindet.

Dann vereinfachen sich unsere Grundgleichungen zu

(16.19) VXB = 40—“,',
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(16.20) VXE =0,

(16.21) V-B=0,

(16.22) j = \E,

(1623) VP=cleB+pg=%(VXB)XB+pg,
(16.24) P =P(p,T)

Von diesem Gleichungssystem brauchen wir nur die drei Gleichungen

(16.25) V-B=0,
(16.26) VP = 41—ﬂ (VXB)X B+ pg,
(16.27) P=P(p,T)

zu l6sen, da die iibrigen Grofen j und E aus p und B bestimmt werden
konnen. Im Fall der Magnetohydrostatik reduziert sich unser kompliziertes
Gleichungssystem als auf die Gleichungen (16.25) bis (16.27). Bevor wir ma-
gnetohydrostatische Losungen diskutieren, wollen wir die magnetische Kraft-
dichte in etwas anderer Form studieren.

d) Der Tensor des Impulsstromes

Wir schreiben jetzt die Bewegungsgleichung (16.11) in tensorieller Schreib-
weise. Der Einfachheit halber lassen wir das Reibungsglied weg. Wir benutzen
ein kartesisches System, dessen Koordinaten x,, x,, x5 sein mogen. Das Ma-
gnetfeld sei B =(B,,B,,B3), und es sei B=|B |. Die i-te Komponente der
Lorentzkraftdichte 148t sich dann in folgender Form schreiben:

| 1
ki=—(XB)y=—2-BX(YXB),
(16.28)
3
1 9 1
= 2o, EiBkm 0B
k=1 k
(i=1,2,3)

8;x ist das Kronecker-Symbol: & =1 fir k=i und 8; =0 fir k¥ i
Bei der Herleitung von Gl. (16.28) haben wir von der Beziehung V - B=0
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Gebrauch gemacht. Da wegen der Kontinuititsgleichung (16.12) fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld v (v,, vy, U3)

3
(1629)  (p g +p(o-v)v), = 220+ > I (v

(1=1,2,3)

gilt, kann man fiir die Bewegungsgleichung auch schreiben

_(pl_)l)— Z . (p UiVk) + oF

(16.30) ,
1 0 1
_Z—ZS—— B;i By — 8 B’)—pgi=0.
Wegen
3
P > aP
(16.31) o = 2 ax O
k=1
143t sich mit
1 1
(16.32) P = pojvg + 6 P + ﬁ('z_sik B?> —B; By)
Gl. (16.30) zusammenfassen zu
3
0y _ _ 0 Py )
(16.33) P Z. Tt o8

Der in Gl. (16.32) definierte Tensor beschreibt den Impulstransport. Den-
ken wir uns ein in k-Richtung orientiertes Flichenelement df; dann geben
Py df, Py df, P3x df an, wieviel Impuls pro Zeiteinheit durch dieses Fli-
chenelement transportiert wird. Py, beschreibt dabei den Transport der #
Komponente des Impulses durch das Flichenelement. Der Tensor P;;, ist sym-
metrisch: Pj; = Py;. Er setzt sich zusammen aus dem bereits aus der Hydro-
dynamik bekannten Tensor

(1634) A,‘k=p U,'Uk+8ikP

und dem Maxwellschen Spannungstensor
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1

(16.35) T = 3 2 8« B> —B; By).

Der erste Term in A;; gibt den Impulstransport aufgrund der durch unser
Flichenelement hindurchtretenden Materie, der zweite Term den Impuls-
transport durch den Gasdruck. (Hétten wir das Reibungsglied in der Bewe-
gungsgleichung mitgenommen, dann trdte in A;; auch noch der Reibungs-
tensor auf.) Wir sehen also jetzt, daf} die Lorentz-Kraftdichte in der tensoriel-
len Schreibweise ganz natiirlich zu den bereits vorhandenen hydrodynami-
schen Gliedern pafit.

e) Der Gaufische Satz fiir Tensoren

Um mit dem Tensor T, weiterarbeiten zu konnen, miissen wir zunichst
noch einen mathematischen Satz herleiten. Wir definieren als die Divergenz
des symmetrischen Tensors T;; den Vektor

3 3

Es gilt nun fiir Tensoren der Gauflsche Satz

3 3
(16.37) f Z = [ > Tudf
V k=1 0O k=1

(i=1,2,3).

Dabei ist V' ein Volumen mit der Oberfliche O und dem nach aulen weisen-
den gerichteten Oberflichenelement df = (d f1,d f2,d f3). Der Beweis von
Gl. (16.37) laBt sich auf den Gauschen Satz fir Vektoren zuriick fihren. Wir
halten dazu den Index k fest. Dann gilt fiir jeden Vektor a = (a;,a,2,a3) mit
a; = Ty der Gaulsche Satz fiir Vektoren:

3 3
(16.38) [> g‘;’; av = f S e dfi.
V k=1 k=1

Das ist aber gleichwertig mit der i-Komponente von Gl. (16.37). Die verschie-
denen Wirkungen der Lorentzkraft werden besonders anschaulich, wenn man
unstetige Magnetfelder betrachtet. Wir werden daher im nichsten Paragra-
phen den Gauflschen Satz fiir Tensoren benutzen, um elektromagnetische
Flichenkrifte zu berechnen.
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§ 17. Unstetigkeitsflichen und Flichenkrifte

Ein Magnetfeld sei an einer Fliche unstetig; dort sollen sich Richtung und
Betrag des Feldes indern. Wegen V - B =0 geht die Normalkomponente des
Feldes stetig durch die Trennfldche; die Tangentialkomponente wird im allge-
meinen springen, die Feldlinien werden also einen Knick an dieser Fliche ha-
ben. Es ist dann anschaulich klar, da} auf die Unstetigkeitsfliche eine Kraft
ausgeiibt wird, denn die Feldlinien haben das Bestreben, ihre Krimmung mog-
lichst klein zu halten, den Knick also zum Verschwinden zu bringen. Zur Be-
rechnung dieser Kraftwirkung leistet der im letzten Paragraphen benutzte
Tensorkalkiil gute Dienste.

a) Die Flichenkraft

Wir betrachten einen Punkt der Trennfliche und den Normalenvektor n an
dieser Stelle. In der Nachbarschaft des Punktes konnen wir die Trennfldche
durch ihre Tangentialebene approximieren. Sie teilt den Raum in zwei Halb-
riume. Den Halbraum, in den n weist, nennen wir Halbraum @ , den ande-
ren Halbraum @ .

Abb. 17.1 Das Magnetfeld sei an einer Fliche unstetig, diese Fliche teilt den Raum
in zwei Halbrdume ©, @. Die Flichennormale n weise in Halbraum @.
Zur Herleitung von GL (17.4) wird iiber ein flaches Volumen (Dose) der
Grundfliche F und der Hohe d integriert.

Wir legen nun eine kleine, flache, zylindrische ,,Dose* vom Volumen V
und der Oberfliche O iiber die Trennfliche (Abb. 17.1) Die Grundfliche
der Dose sei F; ihre Dicke d. Ihre Ausdehnung in der zur Trennfliche
senkrechten Richtung werden wir spiter nach Null gehen lassen. Die Kompo-
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nenten des Tensors T, auf den beiden Grundflichen bezeichnen wir mit Tifcl)
und T,~§c2). Wir berechnen dann das Volumenintegral iiber die Kraftdichte k
und formen es mit Hilfe des Gauischen Satzes (16.37) in ein Oberflicheninte-

gral um. Wir erhalten dann wegen Gl. (16.26) mit dF = (dF,,dF,, dF3) als
dem nach aufien gerichteten Flachenelement der Oberfliche O

3 3
ary  Jkar=—-[ > %;J—T: W= =[> TydF,.
14 V k=1 0 k=1

Das Oberflachenintegral ist iiber den Rand der Dose und in den beiden Halb-
riumen jeweils iiber die Grundfliche F zu erstrecken. Dabei ist zu beachten,
daf} der Vektor n = (n,,n,,n;) im Halbraum © dem gerichteten Flichen-
element dF entgegengesetzt gerichtet ist. Wir erhalten dann

3 3
17.2) = > TudFy = - > @ -1 ymeF + 0 (@)
0O k=1 k=1

Dabei bedeutet O (d) den iiber den Rand integrierten Anteil, der von der Gré-
fenordnung d ist. Das Zeichen O(x) soll im Folgenden ganz allgemein als
Symbol fiir Glieder der Gréfenordnung x stehen; das heiflt, wenn f(x) = O(x),
dann bleibt f(x)/x beschrinkt fir x - 0. Wir verwenden dieses Symbol,
wenn die genaue Form eines derartigen Gliedes nicht ndher interessiert.

Wir lassen nun d infinitesimal klein werden und definieren die Flichen-
kraftdichte k™ durch

(17.3) k* = lim Lo—
Dann erhalten wir nach dem Grenziibergang d — 0 in Gl. (17.1) und (17.2)

3
(17.4) k* == > | Tl mi.
k=1

Dabei haben wir die‘Abkiirzung 14] =A@ —AD fir den ,»oprung* einer
Grofie A eingefiihrt.

Wir wollen jetzt den allgemeinen Ausdruck (17.4) fir die Kraft an einer
Unstetigkeitsfliche auf den speziellen Fall iibertragen, wo diese Fliche in der
y-z-Ebene liegt und n gleich dem Einheitsvektor in x-Richtung ist. Die drei
Komponenten des Vektors
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i 3
(17.5) —4m z Tix Ny
k=1
sind dann
(17.6) 2 (B =B} —B.), By By, B, B;.

Nun ist [B, ] = 0, denn die Normalkomponente B geht stetig durch die Un-
stetigkeitsfliche. Man erhilt also

17.7) 4mk* = (—% qu +B7], [By1 By, [B.] Bx).

b) Der Flichenstrom

In der Unstetigkeitsfliche flieft ein Flichenstrom. Durch einen beliebigen
Punkt der Trennfliche legen wir eine Ebene, welche den Normalenvektor ent-
hilt. In ihr betrachten wir eine kleine, geschlossene Kurve (Abb. 17.2), welche
die Rechtecksfliche f umschlieft. Die beiden Rechteckseiten seien @ und d.
Spiter werden wir d infinitesimal klein werden lassen. Ist d/ das gerichtete Li-
nienelement auf der Randkurve und df das gerichtete Flichenelement der um-
schlossenen Fliche, dann folgt mit dem Stokesschen Satz

L P . L
178)  $B-al =ff(V><B)'df— - ffz df= —if.

Dabei ist f der Vektor
(17.9) f=@mXa)d,

und a ist ein Vektor vom Betrage 4, der im Halbraum @ die Richtung von d/
hat (vgl. Abb. 17.2).

Andererseits erhalten wir fiir das Kurvenintegral
(17.10) $B-dl = [B]-a+0@).

Durch Zusammenfassen von Gl. (17.8), (17.9) und (17.10) ergibt sich dann

(17.11) 4775(n><a)-jd=[[15r]]-a+0(d).
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'lei(s -
flache

n

, Unsteti

o

Abb. 17.2 Der ;ntegrationsweg zur Herleitung von GL (17.14) umschlieft die Fli-
che f.

Definieren wir nun die Flichenstromdichte j* durch

(17.12) j* = lim (§ d),
d—0

so folgt beim Grenziibergang d —~ 0
4
(17.13) 7" (nXa)j*=[B] -a

Lost man diese Gleichung nach den Komponenten von j* auf, so erhilt man

(17.14) i* = Zcﬁ nX |B],

wovon man sich direkt durch Einsetzen des Ausdruckes (17.14) in Gl. (17.13)
und Ausfiihren des mehrfachen Vektorproduktes iiberzeugen kann.

¢) Der magnetische Druck
Als erstes Beispiel sei ein unstetiges Magnetfeld der Form

B, =0, B, =
(17.15) B, =B fir x>0,
B, =0 fir x<0
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Abb. 17.3 Homogenes Magnetfeld rechts und feldfreier Raum links werden durch
eine Unstetigkeitsfliche voneinander getrennt. Das Magnetfeld iibt auf
sie einen Druck aus.

gegeben (vgl. Abb. 17.3). Nach Gl. (17.7) folgt, daf die Flichenkraft nur eine
x-Komponente hat

* 1 2, _ 1 2 S Y
(17.16) ky = — g 8,1 = 8T By)ymio = 81TB ’

Diese Flichenkraft senkrecht zur Unstetigkeitsflache ist der magnetische Druck:

(17.17) Py = o— B

Anschaulich ist dieser Druck eine Folge des Bestrebens der Feldlinien, ihren
gegenseitigen Abstand zu vergroflern. Wenn an der Unstetigkeitsfliche Gleich-
gewicht herrschen soll, dann muf} ein Gegendruck herrschen. Das ist zum Bei-
spiel der Fall, wenn ein Gas den Halbraum ausfiillt, das den Gasdruck Pg=Py
besitzt. Auf diese Weise konnen homogenes Magnetfeld und Gas nebeneinan-
der im Gleichgewicht stehen.

d) Vom Magnetfeld eingeschlossene Materie

Kann man ein Plasma durch ein Magnetfeld in einem endlichen Volumen
eingeschlossen halten? Da sich das Plasma in Magnetfeldrichtung stets frei be-
wegen kann, diirfen keine Feldlinien in das betrachtete Volumen eindringen.
Das Magnetfeld B, im Auflenraum mufl also parallel zur Oberfliche F des
betrachteten Volumens laufen (Abb. 17.4).
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Abb. 17.4 Ein von einem Magnetfeld eingeschlossenes Plasma. Im schraffierten
Innengebiet wirkt nur der Gasdruck, im umgebenden Vakuum nur der
magnetische Druck.

An der Grenzfliche mufl der Gasdruck Pg im Innern gleich dem magneti-
schen Aufiendruck sein:

1 2

(17.18) Po =37 Ba)ps

wobei (B: ) der Grenzwert von B: ist, den man erhilt, wenn man sich von
auflen her der Oberfliche F ndhert.

Da im Innern keine Krifte wirken, mul dort Pg konstant sein. Dann ist
aber PG auf der ganzen Oberfliche konstant, also mufl beim Gleichgewicht
auch (B )F = konstant sein. Dann folgt aus Gl. (17.14) fiir den Oberflichen-
strom j*, daf® auch er konstant sein muf. Eine notwendige Bedingung dafiir,
daB ein endliches Gasvolumen sich im Gleichgewicht mit einem Magnetfeld
befindet, ist also, dal man auf die Oberfliche ein System von Stromlinien le-
gen kann, so da j* = const. gilt.

Nicht auf jeder Fliche kann man einen konstanten Flichenstrom flieflen
lassen. Dies ist nur moglich, wenn sie singularitidtenfrei mit einer Schar dquidi-
stanter Linien iiberziehbar ist. Da der Abstand der Stromlinien mit der Strom-
stirke zusammenhangt, miissen bei konstantem Flichenstrom die Stromlinien
dquidistant sein. Daher kann man ein Plasma nicht in einerKugel oder einer
der Kugel topologisch dquivalenten Fliche einschliefen. Die Breitenkreise auf
der Erdkugel beispielsweise sind zwar dquidistant, sie werden aber an den Po-
len singuldr. Nicht-endliche Flichen mit diesen Eigenschaften lassen sich leicht
angeben, z.B. Zylinder und Ebene. Fiir endliche Flachen miissen die Stromli-
nien geschlossene Kurven sein, sonst konnen sie nicht dquidistant bleiben. Ei-
ne endliche Fliche, die mit so einer Schar dquidistanter, geschlossener Linien
iiberziehbar ist, ist der Torus (vgl. Abb. 17.5a). Allerdings miissen diese
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Stromlinien azimutale Topologie haben, das heifSt, sie miissen so auf der Ober-
fliche des Torus verlaufen, daf} sie seine Achse umschliefien. Abb. 17.5b zeigt
so einen Torus in Aquatorprojektion.

— T —-a

c d

Abb. 17.5 (a) Geschlossene Linien auf der Oberfliche eines Torus. « ist eine Linie
azimutaler Topologie (umschlieft die Symmetrieachse), g eine Linie
meridionaler Topologie (umschlieft den Toruskorper, aber nicht seine
Achse).

(b) Will man ein Plasma so einschliefen, daf der Gasdruck im Innern
sich mit dem Druck eines dufieren Magnetfeldes die Waage hilt, dann
mufl man die trennende Oberfliche mit dquidistanten Stromlinien iiber-
ziehen. Das ist moglich bei einem Torus (von nicht notwendigerweise
kreisformigem Querschnitt), wenn die (gestrichelten) Stromlinien azimu-
tal verlaufen, wie hier in der Aquatorprojektion angedeutet.

(c) Sollen die dquidistanten Stromlinien meridionale Topologie haben,
so muBd man den Torus wie in (c) und (d) angedeutet verformen. In (d)
ist die Aquatorprojektion einer solchen Fliche mit 4 inneren Wiilsten
gezeichnet. Die Projektionen der Stromlinien sind gestrichelt. In (c)

ist eine Fliche mit 8 inneren Wiilsten in Schrégsicht gezeichnet. Ge-
strichelt ist eine Stromlinie, punktiert eine Linie des dufieren Magnet-
feldes angedeutet (nach Meyer, Schmidt 1958).

Man kann auch torusihnliche Flichen angeben, bei denen die geschlossenen
Stromlinien meridionale Topologie haben, das heifdt, sie umschlieien zwar den
Toruskorper, aber nicht seine Achse (vgl. Abb. 17.5a). Derartige Flichen ha-
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ben mit dem Torus nur noch seine Topologie gemeinsam, denn man muf die
Innenfliche des Torus so in ,,Falten* legen, dal der innere A quatorumfang
der Fliche gleich ihrem dufieren Aquatorumfang wird. Dann sind auch dquidi-
stante Stromlinien von meridionaler Topologie moglich. Abb. 17.5d und c zei-
gen die Aquatorprojektion bzw. die perspektivische Ansicht einer solchen Fli-
che (nach Meyer, Schmidt 1958).

Die Aufgabe, ein heifles Plasma in einem Magnetfeld so einzuschliefen, dafy
es nirgends mit kithlenden Gefidwinden in Berithrung kommt, ist fiir den Fu-
sionsreaktor wichtig. Deshalb haben in der Friihzeit der Versuche zur Fusion
torusartige Gleichgewichtskonfigurationen von der hier beschriebenen Art ei-
ne Rolle gespielt. Heute weifs man, dafl diese einfachen torusartigen Konfigu-
rationen nicht stabil sind.

e) Die magnetische Zugwirkung

Nun sei ein unstetiges Magnetfeld gegeben, das an der Unstetigkeitsstelle ei-
nen Knick aufweist (Abb. 17.6). Es sei

(17.19) B, stetig, BY =—-B2, B,=0.

B @

Z.
AN

X
Abb. 17.6 Magnetfeld mit in der Ebene x = 0 unstetiger Tangentialkomponente.
Wir berechnen wieder nach Gl. (17.7) die Flichenkraftdichte:

kx* = 09 kz* = 0,
(17.20)

1
ky' = 7 1By1B8x>0.

Das Feld versucht also, die Unstetigkeitsfliche nach oben zu ziehen. Wir
konnen uns bei einem Feld der in Abb. 17.6 dargestellten Form einen Gleich-
gewichtszustand etwa folgendermafien vorstellen:
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Ein Gravitationsfeld wirke in die y-Richtung. Eine Materieschicht liege in der
y-z-Ebene. Ein homogenes Magnetfeld sei parallel zur x-Richtung. Die Materie-
schicht sinkt dann unter dem Einflul der Schwerkraft nach unten. Die magne-
tischen Feldlinien erhalten dabei einen Knick in der y-z-Ebene, es entsteht ei-
ne magnetische Flichenkraft, die das Bestreben hat, die Materieschicht am
Fallen zu hindern. Im Gleichgewicht halten sich Schwerkraft und k* die
Waage, die Materie ,,hingt* in den Feldlinien. Dazu definieren wir eine Fld-
chendichte p* der Materie dadurch, daf wir die ,,Dose* von Abb. 17.1 in die
Unstetigkeitsfliche legen und ihre Dicke d nach Null gehen lassen und dabei
die in der Dose enthaltene Materiemenge zusammenquetschen. Dann wird die
Fliachendichte

*® __ 1. pdV
(17.21) p* = lim [ .

Die Flachenkraftdichte der Gravitation wird dann p * g, und wir erhalten fiir
das Gleichgewicht zwischen Gravitations- und Lorentzkraft

1
(17.22) p*e = 17 [By]Bx.

Damit haben wir — wie in ¢) — wieder eine einfache magnetohydrostatische
Gleichgewichtskonfiguration erhalten. Wihrend dort der magnetische Druck
durch den Gasdruck im Gleichgewicht gehalten wurde, haben wir hier Gleich-
gewicht mit der Schwerkraft. Im nichsten Paragraphen werden wir sehen, dafl
die hier zuletzt behandelte Konfiguration in der Sonnenphysik von Bedeutung
ist.

§ 18. Sonnenfilamente im magnetohydrostatischen Gleichgewicht

Der in § 17 e) behandelte Fall dient in der Astrophysik zur Deutung der so-
laren Filamente. Die Filamente der Sonne sind Ansammlungen von (relativ)
kiihler Materie oberhalb der Sonnenoberflache. Gegen die heiflere Sonnen-
scheibe erscheinen sie dunkler. Sie haben nicht beliebige Formen, sondern ste-
hen meist wie Bldtter oder Kimme senkrecht auf der Sonnenoberfliche. Die
kiihle Materie der Filamente ist schwerer als die Umgebung, sie miifite daher
auf die Sonne zuriickfallen. Die Frage ist also, was die Materie im Gleichge-
wicht hilt. Da die Filamente immer an den Trennungslinien der grofirdumigen
Magnetfeldgebiete (,,field patches®, die Feldstirke ist dort 1-2 GauB) ver-
schiedener Polaritit zu finden sind, liegt es nahe anzunehmen, daf sie durch
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Magnetfelder im Gleichgewicht gehalten werden. Das mii$ten dann Feldkonfi-
gurationen sein, die einen Knick an der Stelle des Filamentes haben. Eine gro-
be Vorstellung vermittelt Abb. 18.1.

Filament

A Sonnenoberfliche B

Abb. 18.1 Eine Anhiufung von Materie in einer Fliche (Filament) wird durch die
Schwerkraft auf die Sonnenoberfliche gezogen, die entgegengerichtete
Zugwirkung des unstetigen Magnetfeldes hilt die Materie irn Gleichge-
wicht.

In § 17 e) haben wir mit der Naherung eines unstetigen Feldes das magne-
tohydrostatische Gleichgewicht beschrieben. Jetzt befassen wir uns mit der in-
neren Struktur des Filaments. Wir wollen also die Unstetigkeitsfliche, die wir
bisher benutzt hatten, auflosen und untersuchen, wie sich das Magnetfeld im
Filament stetig dndert. Wir schliefen uns dabei an die Arbeit von Kippenhahn
und Schliiter (1957) an.

Wir wollen ein unendlich langes Filament beschreiben, das senkrecht auf
der als eben angenommenen Sonnenoberfliche steht. Wir legen dazu ein karte-
sisches Koordinatensystem so, daB die Sonnenoberfliche mit der x-y-Ebene
zusammenfillt und das Filament in der y-z-Ebene liegt (Abb. 18.2).

b4 Filament

)| ”
] %
tt{/X

2

Abb. 18.2 Zur Geometrie eines in der y —z-Ebene liegenden Filaments (schema-
tisch).
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a) Hydrostatisches Gleichgewicht im Schwerefeld
Da wir uns nur mit der zweidimensionalen Struktur des Filamentes parallel
zur x-z-Ebene befassen wollen, setzen wir voraus, dafl alle Groflen unabhingig

von y sind (9/dy = 0). Die Komponenten fiir Magnetfeld und Schwerebeschleu-
nigung seien

(18'1) B = (Bx,O,Bz)a 8= (Oa 0, _g)'

Wenn wir fur die Zustandsgleichung die Gleichung des idealen Gases nehmen,
haben wir folgendes System zu l6sen:

(18.2) v-B=0,
(18.3) VP = 4%(VXB)XB+pg,
(18.4) P = ?pT.

Dabei ist R die Gaskonstante und u das mittlere Molekulargewicht. Die
Temperatur T sei rdumlich konstant.

Es ist nun
(18.5) (VXB)XB = %%“ — a—f)—cz—) (B;,0,—B,).

Setzen wir Gl. (18.4) in Gl. (18.3) ein, so erhalten wir fiir die Komponenten

R . dp_ 1 , 3B 0B,
(18.6) M T 0x 47 F ( 0z ox )

R 9p _ _ 1 3By 08B,
(18.7) u T 9z 4T Bx (75, ax) “PE:

Leiten wir Gl. (18.6) partiell nach z, Gl. (18.7) partiell nach x ab und subtra-
hieren Gl. (18.7) von Gl. (18.6), so erhalten wir
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82
ax2 )

1 0 B, 9 B, 9B,
0—4Tr(az )(82 8x)
1 9% B, 3* B B
(18.8) + 41 B ( 9z2 axbz )t o B (az ox
9
+ ox
Wegen V » B =0 und den daraus folgenden Beziehungen im zweidimensio-
nalen Fall
(18 9) aZ_BZ_ = — _ai__x _622{ = — ﬂgz_
: ox 9z ax? ’ 0xdz 922
folgt:
(18.10) B, AB, —ByAB, + 4Tg %‘9— = Q.

Wir fithren nun die Abkiirzung

RT

18.11 Hp =
( ) f2 2

ein; Hp heidt die homogene Schichtdicke, sie ist die Skalenhohe in der baro-
metrischen Hohenformel P ~ exp(—z/Hp) und hat die Dimension einer Lin-

ge. Wir erhalten dann, wenn wir 8p/0x nach Gl. (18.6) einsetzen:
1

(18.12) B, A B, — B, A B, + ——B,(%&—aa—ik) -0

Hp

b) Vereinfachte Geometrie

Wir wollen unser Problem noch etwas vereinfachen: Wir interessieren uns
jetzt vor allem fiir die Feinstruktur beim Durchgang in x-Richtung durch das
Filament, und nicht so sehr fiir die Strukturinderung in z-Richtung. In einem
Bereich, der klein gegeniiber der Hohe des Filamentes ist, gelte also, da} die

Struktur nicht von z abhingt (8/3z = 0). Wegen V + B = 0 gilt dann

B,. = const., wihrend B, = B,(x) nur noch eine Funktion von x ist. Be-
zeichnen wir die Ableitung nach x mit einem Strich, so geht die Gleichung

(18.12) iiber in

(18.13) —B, B + HI—B, (—B,)=0
P

Daraus folgt mit
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(18.14) = Hp - B, = const.

1

a
(18.15) B, + a B,B, = 0.
Integration dieser Gleichung liefert

(18.16) B, + 2 B2 = const.

2
Wir geben als Randbedingung vor, daf8 B, fir x - gegen den konstanten
Wert B~ gehen mége. Dann ergibt sich schliefflich mit

oo

B, 1 0

(18.17) £=2HPBxx=-5a-Bz . x
die Losung
(18.18) B, =B, - tanh £,

wovon man sich durch Einsetzen in Gl. (18.16) iiberzeugen kann. Die Feldli-
nien haben dann die in Abb. 18.3 gezeigte Form.

\\\\ D // A/
AN
4 \\\\\\ /)/ //)
3 \\\\\\\ ///////
2 \\\\\\ _ ////
| N \\ ////

-4 -3 -2 \I\O +17+2 +3 4

X ——

Abb. 18.3 Verlauf der Feldlinien im Innern des Filaments.

So sehen die Feldlinien aus, die die Materie im Gleichgewicht halten. Wir ha-
ben den Knick in den Feldlinien gewissermafien mit einem Mikroskop betrach-
tet.



122 Kap. III. Magnetohydrodynamik

Aus Gl. (18.6) und Gl. (18.18) berechnen wir die Dichteverteilung im In-
nern des Filamentes:
2

3p=___ Z)Bz=__l_aBZ
(18.19) ZRTi)x 4m B, 0x 8T ox

Mit der Randbedingung p »> 0 fiir x - o erhalten wir als Losung

(18.20) % ATRTp = — %(B,2 — B

oder mit Gl. (18.18)

(1821) p = — — £ (B=) (tanh?f —1) =

8T T 811 T (coshg) :

10
pix)

05 \

-2 -1 0 + +2

X —

Abb. 18.4 Verlauf der Dichte im Innern des Filaments.

Abb. 18.4 zeigt das entsprechende Dichteprofil im Innern des Filamentes,
wenn p. die Zentraldichte bei x = 0 ist. Setzt man B, = 1 Gau3, u =1
(neutraler Wasserstoff) sowie 7= 3700 °K an, so ergibt sich mit

N =28.32+10" eine Zentraldichte im Filament von

(18.22) p. = 1.3X 10™3gem™ =~ 8 X 10'° H-Atome pro cm?.

Das ist auch in etwa der Wert, den man aus spektroskopischen Beobachtungen
ableitet.
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Wir nehmen als Dicke des Filamentes d ~ 4 Hp an. Da die Gra-
vitationsbeschleunigung auf der Sonnenoberfliche g = 2.74 + 10* cm sec 2
betrigt, ergibt sich mit unseren Daten d =~ 500 km. Aus visuellen Beobach-
tungen folgt d < 5000 km.

Wir haben mit unserer obigen analytischen Losung der magnetohydrostati-
schen Grundgleichungen also eine Losung, die die Verhiltnisse bei den solaren
Filamenten schon in recht guter Ndaherung beschreibt.

Daf} Feldkonfigurationen der oben behandelten Art fiir die Filamente auf
der Sonne verantwortlich sind, dafiir spricht, daf die Filamente immer an den
neutralen Linien zwischen Flichen verschiedener Polaritit zu finden sind — wir
erwihnten das bereits. Dagegen scheint zu sprechen, daf man Bewegungen
lings des Filaments beobachtet. Da die Feldlinien unseres Modells keine Kom-
ponente in die y-Richtung haben, ist es schwer zu verstehen, wie sich Materie
quer zu den Feldlinien bewegen kann. Es ist aber nicht sicher, ob die beobach-
tete Bewegung heller Knoten lings des Filaments wirklich mit materieller Be-
wegung verkniipft ist. Wahrscheinlich stellen dariiber hinaus die oben beschrie-
benen Feldkonfigurationen nur grobe Anndherungen an die mittleren Felder
dar, wihrend das wahre Feld eine viel kompliziertere Feinstruktur besitzt.

§ 19. Kraftfreie Magnetfelder

Wenn sich ein Plasma i 1n stationdrem Gleichgewicht befindet, so wird die
elektromagnetische Kraft 7 27 (VX B) X B in der hydrostatischen Gleichung
durch Druckkraft und durch dufiere Kréfte kompensiert. Bei magnetohydro-
statischem Gleichgewicht in einem Schwerefeld hat man mit Gl. (16.26):

(19.1) VP+pV1[/s=al—Tr-(V><B)XB.

Dabei ist ¢ das Gravitationspotential (g = — V ;). Wenn aber nun ein
starkes Magnetfeld in einem stark verdiinnten Plasma wirkt, dann sind sowohl
der Druck als auch der Druckgradient klein. Das Gewicht p |V Y| eines Ku-
bikzentimeters Plasmamaterie ist auch klein, das Magnetfeld muf} also ange-
nihert der Gleichung

(19.2) (VXB) X B =0

geniigen. Da solch ein Feld keine Kraft auf die Materie ausiibt, nennt man es
kraftfrei. Eigentlich ist das Ganze nichts Neues: Denken wir uns etwa das Feld
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eines Hufeisenmagneten im Vakuum. Dort ist keine Materie und damit nichts,
was der magnetischen Kraft das Gleichgewicht halten kann. In der Tat ist das
Vakuumfeld eine Losung der Gleichung (19.2), eine recht triviale allerdings,
denn im Vakuum fliefien keine Strome, und die Gl. (19.2) wird mit V X B=0
erfiillt, das Magnetfeld ist ein Potentialfeld. Jedes Potentialfeld ist kraftfrei.
Anders aber in einem verdiinnten Plasma; dort kénnen trotz der niedrigen Ma-
teriedichte starke Strome existieren, aber gema Gl. (19.2) miissen sie lings

der Feldlinien flief3en.

Hat man zum Beispiel ein starkes Magnetfeld, dessen Feldlinien aus einem
magnetischen Stern austreten und in die diinne Sternatmosphire dringen, so
muB} das Aufienfeld in der Atmosphire kein Potentialfeld sein. In der gut lei-
tenden Materie dort kénnen Strome fliefen, das Feld ist ein kraftfreies Feld.

Da die oberen Schichten der Erdatmosphire ein leitendes Plasma sind, kénnen
auch hier Strome flieflen, und das Feld muf8 nicht notwendigerweise ein Po-
tentialfeld sein. Wohl aber muf es kraftfrei sein, da Druck und Gewicht des
Gases keine Rolle spielen.

Die Gleichung (19.2) ist der folgenden Bedingung dquivalent
(19.3) VXB = fB.

Dabei ist f eine beliebige, skalare Funktion des Ortes. Zusammen mit der Be-
dingung V - B =0 hat man also ein System partieller linearer Differential-
gleichungen. Da bei jeder Losung die Stromlinien mit den Feldlinien zusam-
menfallen und da sich die Feldlinien um die Stromlinien winden miissen, win-
den sich bei kraftfreien Magnetfeldern die Feldlinien um sich selbst herum,
das Feld hat eine helikale Struktur. Wir geben im folgenden eine Lésung der
Gl. (19.3) fiir den Fall einer besonders einfachen Symmetrie.

a) Einfache Losungen

Wir nehmen an, das Feld sei sowohl zylinder- wie auch axialsymmetrisch.
(Ein Feld ist zylindersymmetrisch, wenn es invariant gegeniiber Verschiebung
lings einer Achse (z) ist.) Dann hingen alle Gréfien nur vom Achsenabstand s
ab. In einem System s, 9,z von Zylinderkoordinaten hat B die Komponen-
ten

(19.4) Bs (s), B, (s), B;(s).
Aus

_ 1o _
(19.5) VeB=_3-(sB)=0
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folgt dann

(19.6) B, = <omst

und wenn wir Regularitidt auf der Achse fordern: By = 0. Damit hat B die Form
(19.7) B = (0, B«p (s)7 BZ (S)).
Die Feldlinien liegen also auf Zylindern, sie sind Wendeln konstanter Steigung

auf jedem Zylinder, die Steigung B,/B,, kann aber von einem Zylinder zum
anderen variieren. Nun hat man

0B, 1 0sB
— (g _ 9B, 1 0sB,
(19.8) VXB = (0, — 5, o),
B
(19.9) (VXB)XB=—-(B,%+—V’3—SB~“’~,O,O)=O,
s ) 0s
also
3B B 3B
~2z "8 '
(19.10) B, S5+ + =& +B, £ = 0.

Wir definieren nun die der magnetischen Energiedichte proportionale Funk-
tion

2 2
(19.11) G(s) = B, +B,.
Dann wird
4G _ , p 3B, 3B, _ _, B,
(19.12) s =28, 3s + 2B, rY el 2 s

Dabei haben wir rechts Gl. (19.10) benutzt. Dann folgt aber aus Gl. (19.11)

[=N

G

2 s 46
2 ds

(19.13) Bl =G +

Somit lassen sich B; und Bz2 durch G ausdriicken:

2 _ s dG 2 _ 1 d(s*G)
(19.14) B, = 2 ds B, = 25 ds -
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Damit man reelle Ausdriicke fir B, B, erhilt, muff G die folgenden Bedin-
gungen erfillen:

2
(19.15) gTG <o sudssﬂ > 0.

Die magnetische Energiedichte muf} also nach aufien abnehmen, aber nicht
stirker als 1/s%. Jede Funktion G(s), welche diese Bedingungen erfiillt, liefert
eine Losung des Problems.

b) Ergodische Felder

Auch im Innern eines Sterns konnen kraftfreie Felder von Bedeutung sein.
Wenn turbulente Bewegung im Sterninnern ein anfangs vielleicht gleichférmi-
ges Magnetfeld zerzaust und in ein statistisches Magnetfeld verwandelt, dann
kann man annehmen, daf bei hinreichend verkndultem Magnetfeld eine Feld-
linie jeder anderen beliebig nahekommt. In Anlehnung an die statistische Me-
chanik nennt man das Feld dann ergodisch. -

Wir nehmen an, wir hitten eine Zustandsgleichung der Form p = p (P). Das
gilt zum Beispiel fiir Fliissigkeiten konstanter Dichte oder wenn die Sternma-
terie entartet ist, wie in Weiflen Zwergen und in Neutronenstemen. Dann gilt
folgender Satz (Parker 1969):

Ergodische Felder im hydrostatischen Gleichgewicht sind im Falle
einer Zustandsgleichung der Form p = p (P) kraftfrei.

Zum Beweis filhren wir zunédchst eine neue Funktion ein:

P
(19.16) zp) = |
P,

ap
L

Dabei ist Py der Druck an einer beliebig gewihlten Stelle im betrachteten Be-
reich. Da die Beziehung P =P (p) eindeutig umkehrbar sein soll, ist der Inte-
grand eine eindeutige Funktion von P.

Wir gehen nun von der Bedingung magnetohydrostatischen Gleichgewichts
in Gl. (19.1) aus. Die magnetische Kraft hat keine Komponente entlang der
Feldlinien. Wenn 9/9! die Differentiation lings der Feldinien bedeutet, dann
gilt also

(19.17) = 4+, I =



$ 20. Hartmann-Stromung 127

Diese Gleichung 1af3t sich nach Division durch p lings einer jeden Feldlinie
integrieren:

P
(19.18) c=u+ | Lyrze
p, *

Dabei ist die Konstante C fiir jede Feldlinie fest, sie kann aber von Feldlinie
zu Feldlinie variieren. Nun kommt aber jede Feldlinie jeder anderen beliebig
nahe. Da y; und Z (P) stetige Funktionen des Ortes sind, miissen die Konstan-
ten C von Feldlinien, die sich beliebig nahe kommen, gleich sein. Es miissen also
alle Feldlinien dieselbe Integrationskonstante haben; die Gleichung (19.18)

gilt also im ganzen Raumgebiet, das vom ergodischen Feld durchsetzt ist! Bil-
den wir nun den Gradienten von Gl. (19.18) und beriicksichtigen wir, da§

P
(19.19) v Llop,
1Y 14
PO
dann folgt
(19.20) vy, + % VP =0,

oder mit Gl. (19.1)
(VXB) X B =0.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

§ 20. Hartmann-Stromung

In § 12 haben wir die Parallelstromung quer zu einem urspriinglich homo-
genen Magnetfeld behandelt. Dabei haben wir das Stromungsfeld als vorgege-
ben angenommen und seine Wirkung auf die Feldlinien studiert. Jetzt kom-
men wir auf dasselbe Problem noch einmal zuriick, beriicksichtigen aber auch
die Rickwirkung des Feldes auf die Materie. Das Geschwindigkeitsfeld ist nun
nicht mehr von vorneherein vorgegeben, es stellt sich vielmehr durch die Wech-
selwirkung ein. Wir behandeln hier nur den stationdren Endzustand des Pro-
blems. Als Beispiel diskutieren wir jetzt die Parallelstrémung zwischen zwei
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Platten. Gegeben seien in einem kartesischen Koordinatensystem zwei unend-
lich ausgedehnte, starre Platten, die wir bei z =+ L parallel zur x-y-Ebene le-
gen. Durch diese Platten strome in x-Richtung eine (inkompressible) Fliissig-
keit mit endlicher Leitfahigkeit und mit innerer Reibung (Abb. 20.1).

r4

A

YA
B,

Abb. 20.1 Zur Parallelstromung zwischen zwei ebenen Platten, quer zu einem ur-
spriinglich homogenen Magnetfeld (Hartmann-Strémung).

Die Stromung sei etwa getrieben durch einen Uberdruck von links. Die
Stromungsgeschwindigkeit = (v(z), 0, 0) hinge nur von z ab. Die Losung
des Problems, wie eine zidhe Flissigkeit durch einen Kanal stromt, ist ein wohl-
bekanntes Ergebnis der Hydrodynamik. Jetzt moge aber zusitzlich quer durch
die Platten ein homogenes Magnetfeld B, = (0, 0, B,) gehen. Die stromende
Materie deformiert das Feld, dieses wiederum iibt Kréfte auf die leitende Fliis-
sigkeit aus. Die stationdre Losung dieses Problems wurde 1937 von Hartmann
angegeben. Wir wollen sie im Folgenden untersuchen.

Wegen V - By =0 ist B, eine Konstante. Das durch die Stromung defor-
mierte Magnetfeld sei

(20.1) B = B, + By,

wobei B, die durch die Geschwindigkeit v erzeugte Storung ist. Sie hingt
dann natiirlich nur von z ab, also

(20.2) By (2) = (B1x(2), B1y(2), B12(2)).

Esist dann V - By =0 B,,/0z. Da auch die Divergenz des Storfeldes ver-
schwinden muf, ist B, eine Konstante. Wir geben dann folgende Randbe-



$ 20. Hartmann-Strémung 129

dingungen vor: An den Platten, d.h., bei z =1 L verschwinde die Materiege-
schwindigkeit, und das Feld sei das ungestorte Feld B,. Also

(20.3) z=%L: Bjy=B,,=B,;; =0, v=0.

Die Randbedingungen B,y = By, = 0 bedeuten, daf} die Tangentialkompo-
nenten des Magnetfeldes beim Durchgang durch die Oberfliche der Platten
stetig ist. Andernfalls hdtte man Oberflachenstrome, die wir wegen der énd-
lichen Leitfahigkeit ausschlieBen wollen. Die Normalkomponente des Magnet-
feldes mufl sowieso stetig iibergehen. Da in der Materie der Platten das Feld
unveridndert gleich By ist, muB B,, verschwinden. Viskose Fliissigkeiten
,.kleben an festen Oberflichen, und deshalb ist dort v = 0.

Wegen B,, = const, mul dann B,, identisch verschwinden, und das Stér-
feld ist von der Form

(20.4) B, = (Bix(2), Bly(Z),O)-

Im stationdren Fall (B = 0) wird die Wechselwirkung von Feld und Materie
(GL (10.13)) durch

c2

(20.5) VX (vX B) = — 7o

AB

beschrieben. Da A By = 0 ist, reduziert sich diese Gleichung auf

(20.6) VX(@wXB) =— ZC;—X\ABI.
Nun ist

(20.7) vXB = (0, —vBy, vBy,)
und

(20.8) VX (vXB) = (gZEBO, 0, 0).

Damit ergibt sich fiir die x-Komponente der Gl. (20.6):

_ai _ c? azle
(20.9) az B =7 amx a2

fir die y-Komponente:



130 Kap. IIl. Magnetohydrodynamik
(20.10) By, = 0.

Dabei bedeuten Striche fortan die Ableitung nach z.

Da wegen Gl. (20.10) B, eine lineare Funktion von z ist, kann man nur
dann die Randbedingung By, =0 fiir z =% L erfiillen, wenn B, =0 ist.
Unser Problem hat damit nur noch die beiden Variablen B, und v. Wir er-
halten also fir B, die Form

(20.11) B, = (B1x,0,0)

und schreiben By, = B;(2).
Dann lautet Gl. (20.9)

(20.12) v'By = — —— B/".

Weitere Beziehungen liefern uns die Bewegungsgleichung (16.11) (im stationd-
ren Fall ohne Gravitation)

(20.13) p(v-V)w =—v1>+cl,'x13+pVAv

sowie die Maxwell-Gleichung (16.7)

(20.14) 4m

j =V XB,.
Da v nur eine x-Komponente hat, die nur von z abhingt, ist
(20.15) (v- V) v=0.

Also lautet die x-Komponente der Bewegungsgleichung:

___a_P l . 19
(20.16) 0=—5-+ —(XB) +pvv

und die y- bzw. z-Komponente:

(20.17) 0=—g§ + %(jXB)y,
(20.18) 0=—g§ + %(jXB)z.
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Aus Gl. (20.14) wird wegen

(20.19) VX B, =(0,By,0)

(20.20) jx=0, jz=0,j,= ﬁ B/
Damit ist

(20.21) iXB = ﬁ(Bl' Bo,0,— B, BY).

Beim Einsetzen in Gl. (20.16), (20.17) und Gl. (20.18) verbleibt nur

(20.22) o BBy +0vv”,
oP 1
(20.23) 3 = T am B, B/.

Um schliefilich zu einer Differentialgleichung fiir  zu kommen, miissen wir

in den obigen Bewegungsgleichungen den Druckgradienten und das Storfeld B,
eliminieren. Dazu berechnen wir die elektrische Feldstirke. Mit Gl. (20.7) und
(20.20) ergibt sich wegen B, =0 aus dem Ohmschen Gesetz

(20.24) E = ;\,—;vXB—(o,4)\B + 2 Bo,0).

Die Komponenten der elektrischen Feldstirke sind dann

C2

1
(20.25) Ex =E, =0, E, = z(l}Bo + N Bl').

E hat also wie j nur eine y-Komponente.
Wir behaupten nun, daf P linear von x abhingt, d.h.

aP
(20.26) ox IT = const.

Dazu betrachten wir die zweite Bewegungsgleichung (20.23). Aus ihr folgt

(20.27) —a—"= 2 (9P _ 9 (22) = - ! d ,

0z \dx ax \oz
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da B; nurvon z abhingt. Also ist Il nur eine Funktion von x. Es ist aber
auch

(20.28) - = =2 =

denn die rechte Seite von Gl. (20.22) hingt nur von z ab. P ist also eine
Funktion der Form

(20.29) P=—1x + f(z2).
Aus der Integration von Gl. (20.12) folgt andererseits

_ 6'2 '
(20.30) vBy = — = B/ +4,

wobei 4 eine Integrationskonstante ist. Setzen wir das in die Gleichung
(20.25) fiir E ein, erhalten wir

(20.31) E, = %A = E, = const.

E ist also konstant und hat die Form E = (0, E,, 0). Damit konnen wir B,
aus Gl. (20.30) berechnen zu

4
(20.32) B = Z’f‘

(CEO - UB()).

Das setzen wir schlieflich in die Bewegungsgleichung (20.22) ein:

M’EO (cEy—vBy)+pvv".

(20.33) —1 ==

Jetzt haben wir eine lineare, inhomogene gewohnliche Differentialgleichung
2. Ordnung fir v mit konstanten Koeffizienten. Als Randbedingung hatten
wir

(20.34) v=0 bei z==%L.
Eine partikuldre Losung dieser inhomogenen Gleichung ist

_ _ 6'2 I Eo
(20.35) v; = const = 3\—1—;-07 + c By’
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Zur Konstruktion der allgemeinen Losung der inhomogenen Gleichung beno-
tigen wir die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differentialglei-
chung

(20.36) prv” = >‘£°2 v.
Der Ansatz:

(20.37) v = const. exp (a z)
gibt:

(20.38) a=S0 || X
c oV

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist also

(20.39) v=a-exp(az) + b-exp(—az).

Wegen der Symmetrie des Problems in z reduziert sie sich auf

(20.40) v = const (exp (az)+exp(—az)) = C-cosh(az),

wobei die Konstante C aus den Randbedingungen zu ermitteln ist. Die allge-
meine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist dann

(20.41) v = (%1, + ¢ ﬁ) (1+ Ccosh(az)),

und C ist so zu wihlen, daf v (L) =v (—L) = 0 wird. Wir filhren jetzt eine
dimensionslose Zahl M=« L ein, dann gilt

(20.42) cosh (@z) = cosh (M ]zj),

und die allgemeine Losung

Mz

el E, cosh (—L—)

(20.43) v = ;+tec —)\1— ——m
AB, By cosh M

erfiillt die Randbedingung unseres Strémungsproblems.
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Die dimensionslose Gréfie

(2044) m=2L |2
c oV

heift die Hartmannsche Zahl, sie ist grofl, wenn die Wirkung des Magnetfeldes
die Reibung iiberwiegt. Je nach der Grofle von M gibt es verschiedene Stro-
mungsprofile, die wir im Folgenden untersuchen wollen. Dazu nehmen wir die
Leitfahigkeit A als fest vorgegeben an und variieren Magnetfeld und Viskosi-
tat.

Wie dndert sich das Stromungsprofil, wenn man bei endlicher, fest vorgege-
bener Viskositit M von Null (B, = 0) bis Unendlich (By = *°) laufen ldfit?
Fiir den Grenzfall By — 0 ist die obige Losung (20.43) nicht sinnvoll, da
durch B, dividiert wurde. Wir gehen zuriick zur Differentialgleichung (20.33).
Fir By > O geht sie iiber in

(20.45) - =pvv".
Daraus folgt, da® v von der Form
(20.46) v(iz) =az?+bz + ¢

ist; diese Parabel ist das Profil einer Stromung ohne Magnetfeld bei endlicher
Viskositdt, wie man sie aus der Hydrodynamik her kennt (vgl. Abb. 20.2).

+L

-L

Abb. 20.2 Stromungsprofile bei fest vorgegebener Viskositit in Abhingigkeit von
der Hartmannzahl M.

Mit wachsendem Magnetfeld wichst M ~ By, das Profil wird immer flacher.
Wir betrachten den Grenzfall M — o (B, — ). Fiir beliebig grole M kann
man approximieren:
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cosh(Mz/L) Mo/t 4 =Mzl Mz/L

= — —— = - = ~MQ-z/L)
cosh M e” + e e

(20.47)

Da innen 1—2z/L > 0 gilt, geht dieser Ausdruck im Grenzfall M — oo gegen
Null. Da gleichzeitig By = geht, bekommen wir nach Gl. (20.43) v =0. Im
Fall eines beliebig starken Magnetfeldes ist also gar keine Stromung moglich.

Etwas anders liegen die Verhiltnisse, wenn man bei festem Magnetfeld B,
die Viskositdt zwischen Null und Unendlich variieren lift. Bei verschwinden-
der Viskositit v >0 geht M — oo, wegen der obigen Abschidtzung (20.47)
geht dann nach Gl. (20.43) v gegen einen endlichen Wert, der unter anderem
durch B, bestimmt ist. v wird dann insbesondere unabhingig von z. Wegen
der verschwindenden Viskositdt ist ein kastenformiges Geschwindigkeitsprofil
moglich (Abb. 20.3).

+L -———
NM—
M=t M= M=

-L —_

Abb. 20.3 Stromungsprofile bei fest vorgegebenem Magnetfeld in Abhingigkeit von
der Hartmannzahl M.

Mit zunehmender Viskositdt wird das vorher kastenférmige Strémungspro-
fil immer mehr abgerundet und abgeflacht. Fir v - o geht M gegen Null,
dann geht der Quotient cosh (Mz/L)/cosh M gegen Eins, und die zweite
Klammer in Gl. (20.43) verschwindet. Wegen der beliebig hohen Viskositit ist
wieder keine Stromung méglich.

Bei der Hartmann-Strémung tritt quer zum mechanisch bewegten Plasma
ein elektrisches Feld (Gl. (20.31)) auf. Man kann dieses Stromungsproblem da-
her als ein Modell fiir einen magnetohydrodynamischen Generator ansehen.
Nihere Einzelheiten dazu und weitere Stromungsprobleme findet man bei
Cap (1972).
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§ 21. Magnetischer Auftrieb

Bisher haben wir Losungen der magnetohydrodynamischen Gleichungen fiir
den inkompressiblen Fall behandelt oder das Gas durchweg als isotherm ange-
nommen. Wir haben also das Hauptaugenmerk auf den magnetohydrodynami-
schen Aspekt gerichtet, den thermodynamischen Teil des Problems aber durch
eine Ndherung — etwa die der Isothermie — abgetan. Obwohl die Isothermie
oft eine gute Niherung ist, so gibt es doch in der Natur haufig Fille, bei denen es
gerade auf das Zusammenspiel zwischen Magnetohydrodynamik und Thermo-
dynamik ankommt. Man denke nur an die Sonnenflecken mit ihren starken
Magnetfeldern, die optisch entdeckt worden sind, also aufgrund ihrer thermi-
schen Anomalie. Offensichtlich ist dort das Magnetfeld dafiir verantwortlich,
daf die Temperatur in den Flecken um etwa 1000° niedriger ist als in der Um-
gebung,

Als ein Beispiel fir die Wechselwirkung zwischen magnetohydrodynami-
schem Verhalten und thermischem Verhalten behandeln wir jetzt den Auftrieb,
den ein magnetischer Schlauch im Innern eines Sterns erfihrt. Wir werden
hier — im Gegensatz zu unserem bisherigen Vorgehen — den magnetohydro-
dynamischen Aspekt sehr vereinfacht behandeln; wir werden dagegen mehr
in die thermodynamischen Details gehen.

a) Hydrostatisches Gleichgewicht

Wir betrachten also ein Plasma, das wie die Materie im Innern eines Sterns
in einem Schwerefeld geschichtet ist. Der Einfachheit halber vernachlissigen
wir die Krimmung der Aquipotentialflichen und nehmen das Schwerefeld als
homogen an. Dann lautet die Bedingung des hydrostatischen Gleichgewichts
(21.1) g—f = —gp.

Dabei ist g der Betrag der (konstanten) Schwerebeschleunigung g, die in die
—z-Richtung wirken soll. Die Temperaturverteilung werde dadurch bestimmt,
daB in z-Richtung ein bestimmter Energiestrom flieen soll. Das entspricht

den Verhiltnissen in Sternen, in denen die meist durch Kernreaktionen erzeug-
te Energie nach aulen transportiert werden mufl. Welche Temperaturverteilung
sich einstellt, wird durch die Art des Energietransportes bestimmt. Wir denken
uns die Temperaturverteilung 7= T (z) in der Hohe vorgegeben. Die Zu-
standsgleichung sei die eines idealen Gases

(21.2) PG = %‘pr
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(u ist das mittlere Molekulargewicht, R die Gaskonstante und Pg ist der Gas-
druck). Wir filhren nun noch einige Abkiirzungen ein: Schreiben wir die Be-
dingung fiir hydrostatisches Gleichgewicht in der Form

dinfe _ _ gp ug 1
(21.3) iz - k- ®r- T Hp

so tritt die schon in § 18 definierte homogene Schichtdicke

RT
21.4 Hp = —
(21.49) P =L
auf.

Aus der vorgegebenen Temperaturverteilung 7 (z) kann man die Ableitung
dT/dz gewinnen und die dimensionslose Grofie

dinT _ 147 /14dpP
dlnP ~ T dz/ P d:z

(21.5) V=

bilden. Das Zeichen V (,,Nabla*) ist nicht mit dem Vektoroperator V zu ver-
wechseln. Die Grofle V beschreibt die Temperaturverteilung in Abhingigkeit
von der Druckverteilung in der Schichtung. Sie beschreibt also eine Anderung
der Temperatur mit der Hohe, wobei der Druck als Maf} fiir die Hohe genom-
men ist. Anders dagegen ist die Grofle

_{dinT\ _ y—1
(21.6) Vaa — (dln,,)ad -

zu verstehen. Dabei ist ¥ = cp/cy das Verhiltnis der spezifischen Wirmen
bei konstantem Druck bzw. bei konstantem Volumen. V.4 beschreibt die
Temperaturinderung, die ein Materieelement erfihrt, das eine Druckinderung
erleidet und das dieser Zustandsinderung adiabatisch folgt. Bei einatomigen
idealen Gasen ist V,4 = 2/5. In der Theorie des Sternaufbaus (vgl. etwa
Schwarzschild 1958) wird gezeigt, dafl thermische Konvektion einsetzt, wenn
an einer Stelle im Stern V den Wert V,4 iiberschreitet. Wir nehmen fiir das
Folgende an, es sei iiberall V < V,q4.

b) Magnetfeldschlauch im Druckgleichgewicht

Wir betrachten nun in unserer Schicht einen Magnetfeldschlauch, den wir
durch einen unendlich langen, horizontal liegenden Zylinder approximieren.
Im Zylinder sei das Feld konstant und parallel zur Zylinderachse. Wir wollen
den Durchmesser des Schlauches als klein annehmen (klein gegen Hp), sodafd
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wir die Variationen von P, p und T quer durch den Schlauch nicht zu beriick-
sichtigen brauchen. Wir kdnnen also allgemein von Werten von P, p und T im
Schlauch und in der unmittelbaren Nachbarschaft sprechen. Der magnetische
Druck sei Py = B*/8n, der Gasdruck im Schlauch sei Pg;. Dann definieren
wir die Grofie

Py
@1 £ 7 PutPa
und setzen voraus, da ¢ <1 sei, daB also das Magnetfeld im Schlauch nur ei-
nen geringen Beitrag zum Gesamtdruck im Schlauch liefern mége. Aufien sei
kein Magnetfeld, der Druck sei dort also allein durch Gasdruck gegeben. Im
Folgenden soll immer der Index i die Grofen im Schlauch, der Index a die
Grofle aulerhalb des Schlauches bezeichnen. Wir nehmen nun an, dal magne-
tohydrostatisches Gleichgewicht herrscht. Das heif3t, es sei

(21.8) PGi+PM =PGa=P-

Mit P (ohne Index) bezeichnen wir also den Gesamtdruck innen wie aufien.
Es gilt dann

(21.9) Pgi=(1—%)P, Py=¢P, P,=P

Ferner moge in einem bestimmten Augenblick auch kein Auftrieb auf den
Schlauch wirken. Das heif3t, es mufy dann

(21.10) Pi = Pa

gelten. Dann kann aber wegen Pg; < Pg, die Innentemperatur nicht gleich
der Auflentemperatur sein:

K Pgi _u Pga
(21.11) Ti=g > <y H =T
oder mit Gl. (21.9)
(21.12) T, = (1-8)T,.

Wenn magnetohydrostatisches Gleichgewicht gelten soll, dann muf} die Mate-
rie im Schlauch kiihler sein als die Materie der Umgebung. In unserem Beispiel
konnen also nicht gleichzeitig magnetohydrostatisches und thermodynami-
sches Gleichgewicht herrschen!
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Wir wollen im Folgenden immer annehmen, dal magnetohydrostatisches
Gleichgewicht gilt; das muf also auf Kosten des thermodynamischen Gleichge-
wichts gehen. Das ist eine fiir das Sterninnere sinnvolle Annahme; die Zeitska-
len, mit denen sich mechanische Stérungen ausgleichen, sind dort viel kiirzer
als die Zeitrdume, in denen sich Temperaturunterschiede verschmieren.

Im Léufe der Zeit muf} aber der kiihlere Schlauch seine Temperatur an die
der Umgebung anpassen. Dann muf seine Dichte absinken, da sonst die Be-
dingung (21.8) verletzt wiirde: der Schlauch muf also aufsteigen.

Um diesen Vorgang besser behandeln zu konnen, filhren wir einige neue Be-
zeichnungen ein. Wir werden den Schlauch zu Beginn und am Ende eines Zeit-
intervalls 8¢ betrachten. In dieser Zeit habe er die Wegstrecke Az zuriickge-
legt. Alle Groen zu Beginn des Zeitintervalles sollen den Index 0 bekommen.
Ferner bezeichne A Unterschiede in der Umgebung zwischen neuem und altem
Ort des Schlauches, & die entsprechenden Unterschiede im Schlauch. Dage-
gen bezeichne D Unterschiede zwischen Grofien im Schlauch und auierhalb.
Fiir die Temperatur gilt also (vgl. Abb. 21.1):

(21.13) 6T = Tl _Ti09 AT=T _'Tao, DT0=Ti0_TaO?

a

DT = T;—T,.

Az =z v- 6t

POO
Too

Abb. 21.1 Zur Definition der einen aufsteigenden magnetischen Schlauch beschrei-
benden Grofien.
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Aus diesen Definitionen folgt:
(21.14) DT = T;—T, = DTo+ 6T —AT.

Unsere Annahme vom Druckgleichgewicht 148t sich dementsprechend schrei-
ben: DPy =0 fiir den Anfangund DP = 0 fiir jeden spéteren Zeitpunkt,
oder auch

(21.15) 8P = AP

¢) Wirmeausgleich

Wir miissen uns jetzt mit dem Problem des Warmeausgleichs zwischen der
Umgebung und dem kiihleren Schlauch befassen. Wir betrachten dazu ein
Stiick endlicher Lange unseres (unendlich langen) Zylinders. Durch Wirmelei-
tung oder durch irgendeinen anderen Transportmechanismus moége unserem
Zylinderstiick vom Volumen V pro Sekunde die Energie € zugefiihrt wer-
den. Dann muf} zwischen den zeitlichen Anderungen von P und T im
Schlauch die Beziehung

(21.16) (‘LT — Vg —5—5) cppi VT, ~ €8t = 0
T; P;

gelten. Sie ist nichts weiter als der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Den-
ken wir uns die Zustandsinderung einmal bei konstantem Druck ablaufend,
dann folgt aus Gl. (21.16) die wohlbekannte Beziehung € 6t =cp p; V6 T.
Denken wir uns zum anderen die Zustandsinderung adiabatisch, d.h. mit e =0
ablaufend, so folgt tatsichlich die adiabatische Beziehung 8T/Ti= V4 6P/P;.
Damit ist Gl. (21.16) bewiesen. Um € zu bestimmen, mii3ten wir das Problem
des Wirmetransports fiir unseren kithlen Schlauch ehrlich 16sen. Wir begniigen
uns hier mit einem Ndherungsansatz und nehmen an, daf} € proportional zu
DT ist. Der Flul an Wirme, der pro Zeiteinheit in unser Schlauchstiick flief3t,
sei also proportional zum Temperaturunterschied zwischen innen und aufien.
Da zum anderen die Grofe cp p; V T;/e die Dimension einer Zeit hat, liegt
folgender Ansatz nahe:

DT
T; °

€ - _1
(21'17). eppi VT 7

Die neu eingefithrte Grofle 7 hat die Dimension einer Zeit; wir werden sie spi-
ter anschaulich deuten.
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Der Energiesatz (21.16) laft sich nun in der Form

6T 5P 1 DT
(21.18) T, Vad P, T T,

schreiben. Die Zustandsgrofien P; und 7; kommen nur in Verbindung mit
den Differentialen & und D vor. Da wirin ¢ (Gl. (21.7)) nur in der niedrig-
sten Ordnung bleiben wollen, ist es gleichgiiltig, ob wir 8P/P; oder 6 P/Pg;
oder §P/P, schreiben, denn der Unterschied ist von hoherer Ordnung. Wir
werden daher im Folgenden statt P; und P, einfach P schreiben, statt T;
und T, einfach T. Definieren wir nun

_ DT

(21.19) 6 =",

so gilt offenbar in dieser Naherung

(21.20) 8§60 = 0;,—0;0 = (~— .

8 = = — =0 = —
(21.21)

(21.22) S -vel oy

also ergibt sich mit Gl. (21.3)

50=(—v+vad)§;— - 057’

(21.23)
6z ot

= (V- Vad)H—P—e—;,

wobei 6z = Az die wihrend 6¢ vom Schlauch zuriickgelegte Wegstrecke ist.



142 Kap. III. Magnetohydrodynamik

Diese Gleichung ist dquivalent mit der Differentialgleichung

o _ y— Y. _ 8
(21.24) i = (V= Va) H T
Sie hat folgende Bedeutung: Wenn wir den Schlauch mit einer beliebigen Ge-
schwindigkeit v,(?) in z-Richtung bewegen, dann liefert sie den relativen
Temperaturunterschied 0 als Funktion der Zeit. Ist speziell v, = 0, dann heifit
die Losung

(21.25) 0 = const. exp (— /7).

Damit haben wir die angekiindigte anschauliche Deutung von 7: Es ist die Zeit-
konstante, mit der sich der ruhende Schlauch exponentiell an die Temperatur
seiner Umgebung anpafit.

d) Die Aufstiegsgeschwindigkeit

Wenn v, zeitlich konstant ist, wird Gl. (21.24) zu einer linearen, inhomo-
genen Differentialgleichung. Ihre allgemeine Losung setzt sich zusammen aus
der allgemeinen Losung (21.25) des homogenen Anteils und einer speziellen
Losung der inhomogenen Gleichung. Wir erhalten also dann

(21.26) 6 = const.exp(—t/7) + (V— Vaq) 21—7—— © U,
P

Mit der Einstellzeit 7 stellt sich also ein Temperaturunterschied 6 zwischen
innen und auflen ein, der nicht mehr von der Zeit abhédngt. Wir erhalten damit
eine stationare Losung: eine bestimmte Aufstiegsgeschwindigkeit stellt sich ge-
rade so ein, da} immer ein konstanter Temperaturunterschied herrscht. Dies
ist auch noch gendhert der Fall, wenn sich v, nur langsam dndert; genauer:
wenn sich v, erst innerhalb von Zeitrdumen merklich verdndert, die grof
sind im Vergleich zu 7.

Wir nehmen an, das sei bei unserem Magnetschlauch der Fall. Dann kann
man in Gl. (21.24) 00/d¢ vernachldssigen, und man erhlt
Hp 0
(21.27) v, = VvV,

Da gleichzeitig in jedem Augenblick p, = p; gelten soll, erhalten wir mit
Gl. (21.12)

(21.28) g =L _1i "2 _ o
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Setzen wir Gl. (21.28) in Gl. (21.27) ein, so erhalten wir fiir die Aufstiegsge-
schwindigkeit

Hp§
(21.29) v, = (Ve —V)
In den Schichten eines Sternes, in denen der Energietransport durch Strahlung
geschieht, ist immer V,4 > V, dort ist also v, > 0, dort kdnnen also Ma-
gnetfeldschldauche aufsteigen. Der Vorgang ist der folgende: Der Schlauch be-
findet sich in jedem Zeitpunkt in einer Hohe, in der er im Druckgleichgewicht
mit seiner Umgebung ist und in der der Auftrieb verschwindet. Das ist nur
moglich, wenn seine Materie kithler ist als die seiner Umgebung. Nun strémt
Wirme in das Innere des Schlauches, wegen des Druckgleichgewichtes verrin-
gert sich die Dichte dort. Dann aber steigt der Schlauch auf, bis er wieder im
mechanischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung ist. Dort beginnt das Spiel
von neuem.

Es ist nach diesem Mechanismus also im Prinzip moglich, dal im Innern ei-
nes Sternes erzeugte Magnetfelder in héhere Schichten aufsteigen. Wenn sonst
alles fest bleibt, steigen Schlduche mit kleinerem Durchmesser schneller auf,
denn sie gleichen sich thermisch schneller an die Umgebung an; fiir sie ist also 7
kleiner. Bei Schlduchen sehr kleinen Durchmessers wird schlieBlich .die
Reibung wichtig.

Gurm und Wentzel (1967) haben abgeschitzt, dal durch den hier beschrie-
benen Mechanismus Materie aus dem tiefen Innern eines Sterns an die Oberfla-
che transportiert werden kann. Man denke sich etwa statt unseres unendlich
langen Zylinders eine geschlossene Feldkonfiguration, bei der die Feldlinien in
einem Bereich der Lineardimension L geschlossen sind. Gurm und Wentzel
nennen $o ein Gebilde eine magnetische Zelle. Die Materie in solch einer Zelle
steigt dann gemdf Gl. (21.29) wie ein Ballon in der umgebenden Materie nach
oben, getrieben vom magnetischen Auftrieb. Um die in Gl. (21.29) noch nicht
spezifizierte Zeitkonstante 7 festzulegen, mufl man den Warmetransport zwi-
schen Zelle und Umgebung néher studieren. Die genannten Autoren untersuch-
ten den Fall eines Hauptreihensterns von etwa 10 Sonnenmassen. Diese Sterne
decken ihren Energieverlust durch die Fusion des Wasserstoffs zu Helium in
ihrem Zentralgebiet. Die Phase, widhrend der der Stern seinen Energiebedarf in
dieser Weise deckt, dauert etwa 107 Jahre. Eine magnetische Zelle, bei der das
Verhiltnis von magnetischem Druck zu Gasdruck etwa 107 ist und deren Li-
neardimension unter 105 km liegt, kann dann aus dem tiefen Innern zur Ober-
fliche gelangen innerhalb von Zeitriumen, die kurz sind im Vergleich zu den
10 Millionen Jahren, die der Stern Hauptreihenstern bleibt.



Kapitel IV

MAGNETOHYDRODYNAMISCHE WELLEN

§ 22. Einfache Wellenlosungen

Es ist schwierig, das System der magnetohydrodynamischen Grundgleichun-
gen des § 16 im allgemeinen Fall zu l6sen. Fiir analytische Lésungen mufs man
sich auf Grenzfille beschrinken. In den §§ 18 und 20 haben wir bereits stati-
sche und stationdre Losungen untersucht. In diesem und in dem folgenden Pa-
ragraphen werden wir uns mit kleinen Stérungen befassen, die an einem homo-
genen Plasma angebracht werden. Wir gehen dabei aus von einer stationdren
Gleichgewichtslosung (gekennzeichnet durch den Index 0), die wir mit einer
zeitabhingigen Storung (gekennzeichnet durch den Index 1) versehen. Die
Storgrofen seien klein im Verhdltnis zu den ungestorten Grofien. Wir benut-
zen dann eine lineare Stérungstheorie, d.h., wir vernachlissigen alle Glieder, in
denen die Storgrofien in quadratischer und hoherer Ordnung auftreten.

a) Das linearisierte Gleichungssystem

Wir setzen also an
B =By, + B, v=1wv T v,
(22.1) E=E, +E, P=Py,+ P,
j =Jdot+ Qs P=po Tt p1

Dabei geniigen die Groflen mit dem Index Null den Grundgleichungen (16.7)
bis (16.13) fiir den stationdren Fall. Ohne Gravitationsfeld (g = 0) und bei ver-
nachlissigbarer Viskositdt (v = 0) erhalten wir dann fiir die Gleichgewichtslé-
sung

4

(22.2) VX By = < Jos

(22.3) VX E, = 0,
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(22.4) V- B, =0,
1 . 1
(22.5) Lo = Eo + 5 vo X Bo,
1,
(22.6) po (Vo V)vy = —VP, + 2 Jo X By,
(22.7) V + (00 o) = O.

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, daf das ungestérte Magnetfeld
B, homogen sei und in einem kartesischen Koordinatensystem in x-Richtung
zeige, also By = (By, 0, 0), (B, = const.). Ferner sei die Leitfihigkeit des
Plasmas beliebig hoch (A = <), und die Materie moge im ungestorten Fall ru-
hen (v, = 0). Auerdem seien die ungestorte Dichte und der Druck rdumlich
konstant.

Unter diesen Voraussetzungen folgt aus Gl. (22.2), daB auch j, = 0, und
aus Gl. (22.5) folgt E, = 0. Wir gehen nun mit den Ansitzen (22.1) in das
System der Gl. (16.7) bis (16.12). Beriicksichtigen wir Gl. (22.2) bis (22.7),
und vernachlissigen wir ferner alle Terme, die in den Stérungen von héherer
als erster Ordnung sind, dann erhalten wir das folgende System:

(228) vx B =2,

(22.9) VX E, =—%a—a'%,

(22.10) V- B =0,

(22.11) E, = — 1 v,XB,,

(22.12) Po aa::, =—VP + cl j1 X Bo,
(22.13) aa% = — V- (0o )

Wir miissen noch die Zustandsgleichung (16.13) beriicksichtigen, d.h.
P =P (p, T). Wie schon im hydrostatischen Fall, geniigt eine Gleichung dieser
Form nicht, solange wir nicht erklidren, wie die Temperatur verteilt ist. Wir
wollen annehmen, dad wir ein ideales Gas vorliegen haben. Dann folgt fiir den
Gleichgewichtsfall aus der Konstanz von Py, und po, dafl auch Ty konstant
ist. Fiir die Storungen wollen wir annehmen, daf sie so schnell ablaufen, dafl
keine Wirme abgefithrt wird, daf also an jeder Stelle die Zustandsdnderung
adiabatisch ist. Dann gilt fiir die Beziehung zwischen Druck und Dichte:
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(22.14) Po + Py ~ (po+p1)?,

wobei 7 der Adiabatenexponent ist (y = 5/3 fiir einatomige Gase). Wir erhal-
ten also als weitere Gleichung

Py P1

22.15 = 5y —.
( ) Po Y Do

Die Gleichungen (22.8) bis (22.13) und (22.15) bilden ein homogenes, li-
neares System fiir das riumliche und zeitliche Verhalten der Stérgrofien B,,
j1, Ei, v1, Py, p;. Daweder der Ort noch die Zeit explizit auftreten, ist
das System mit einem Exponentialansatz 16sbar.

Es ist moglich, das obige System auf eine einzige Differentialgleichung fur
v, zu reduzieren. Das geht nach folgendem Schema:

1) Nach dem Ohmschen Gesetz (22.11) it sich E; durch v, ausdriicken,
nach Gleichung (22.9) ergibt sich damit B, als Funktionvon wv;. Nach
Gleichung (22.8) bekommt man damit weiterhin j, als Funktion von v,
also hat man schliefflich das Produkt j, X B, als Funktion von v;.

2) Durch die Kontinuititsgleichung (22.13) bekommt man p; und durch die
Adiabatengleichung (22.15) schlief8lich auch P; als Funktion von v,.

Setzt man das zusammen in die Bewegungsgleichung (22.12) ein, so ergibt
sich eine lineare, homogene Differentialgleichung fiir v, allein. Dieses Schema
werden wir fiir alle folgenden Losungen des Systems verwenden. Zunichst un-
tersuchen wir verschiedene spezielle Losungen unseres Gleichungssystems.

y y

. /\/\/\/
B,
- AN

x v Tv Tv X

b

Abb. 22.1 (a) Das ungestorte Parallelfeld, (b) die Feldlinien im Fall von Alfven-
Wellen der GL (22.16). Die Bewegungsrichtung steht senkrecht zum un-
1estorten Feld, die Ausbreitungsrichtung ist parallel dazu.
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b) Alfvén-Wellen

Im ersten Fall nehmen wir an, daf alle Storgrofien nur von x und ¢ ab-
hingen mogen, und da die Storgroe v; nur eine y-Komponente habe:
v, = (0,v1,(x, 1), 0). Die Geschwindigkeitsstorung soll also senkrecht zum
ungestorten Magnetfeld By = (Bo, 0, 0) erfolgen (Abb. 22.1). Fiir vy, ma-
chen wir den Ansatz:

(22.16) Uiy (x,) = Crexp(—iwt % ilx),

wobei C eine beliebige Konstante ist.

Da die Stérung nur von x und ¢ abhingig ist, gilt 0/dy = 9/0z = O,
9/0t = —iw. Fiir unseren speziellen Fall benotigen wir nur den Teil 1) des
Eliminatjonsschemas.

Aus dem Ohmschen Gesetz (22.11) folgt
(22.17) v, XBo = (0,0,—vyy, Bg) = —cE,,
und mit Gl. (22.9) ergibt sich daraus (der Strich bedeutet die Ableitung nach x)
(22.18) —c VXE;=(0,B, v1,,0) = —iwB,.

Aus Gl. (22.8) folgt damit

4 1 '
(22.19) < i1 == 75 (0,0,B, v1y)
und weiterhin

. C '
(22.20) j1 XBo = = 7— (0,85 vy, 0).

Setzt man das in die Bewegungsgleichung (22.12) ein, so erhélt man schlieBlich
wegen 0 P /oy =0

2
"

(2221) WP Uy = Z,[ﬁ; Uiy -
So bleibt von der Bewegungsgleichung nur die y-Komponente iibrig. Gehen wir
mit unserem Ansatz (22.16) in obige Differentialgleichung (22.21), erhalten
wir

2
(22.22) P2 o= 4Tw pg

B
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oder eine Phasengeschwindigkeit
By

(22.23) va =

Die Losung fiir die Geschwindigkeitsstérung ist also
(22.24) Uiy (x,8) = C+exp[—iw (2 Fx/vp)l
Gemifl dem obigen Schema erhilt man dann nach GI. (22.18)

(22.25) By, = ¥ By —2

sowie nach Gl. (22.17)

(22.26) Ex = =2 B,.

In dieser Weise lassen sich alle weiteren Storgrofien errechnen.

Wir erhalten also als eine spezielle Losung unseres Systems fortlaufende
Wellen mit der Phasengeschwindigkeit va. Nach ihrem Entdecker nennt man
diese Wellen Alfvén-Wellen. v, heiBt die Alfvén-Geschwindigkeit, sie hingt
nur ab von der Feldstirke und der Dichte, ist also eine typische Grofie fir die
jeweilige Plasmakonfiguration. Die Alfvén-Geschwindigkeit ist die Geschwin-
digkeit, mit der sich unsere Stérung lings der Feldlinien ausbreitet. Fiir starke
Magnetfelder (anschaulich: ,,grofe Riickstellkraft* der Feldlinien) ist v, groB,
fiir hohe Dichte dagegen wird vs klein. Da die Ausbreitungsrichtung (x-Rich-
tung) senkrecht zur sich dndernden Amplitude (y-Richtung) steht, handelt es
sich um Transversalwellen (vgl. Abb. 22.1). Eine Stérung des Magnetfeldes an
einem bestimmten Raumpunkt breitet sich — wie bei einer angezupften Saite —
lings der Feldlinien nach beiden Seiten mit der Geschwindigkeit v ins Un-
endliche aus. Das ist nicht verwunderlich, denn die Differentialgleichung
(22.21) ist formal die einer schwingenden Saite.

Im Rahmen unserer magnetohydrodynamischen Niaherung benutzen wir
vereinfachte Maxwellsche Gleichungen. Mit den vollen Maxwellschen Glei-
chungen geht die Alfvén-Geschwindigkeit im Grenzfall p, — 0 nicht wie bei
uns nach Unendlich, sondern nihert sich der Lichtgeschwindigkeit. Die Alfvén-
Wellen gehen dabei in elektromagnetische Wellen iiber (vgl. § 39).

Fiir das Sonneninnere folgt bei einer Dichte von po ~1g/cm® und einer
Feldstirke von B, = 10° " vs = 2.8 X 10® cm/sec. Im interstellaren Raum
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ergibt sich mit po =~ 1.6 X 1072% g/cm® und B, ~ 107 T" eine Alfvén-Ge-
schwindigkeit von v, = 2.3 X 10° cm/sec.

y
y ! | v
1 I
——W
——3—F - B
B° Y 'y 4
1 1 L\'Z
X X
a b

Abb. 22.2 (a) Das ungestdrte Magnetfeld, (b) die Feldlinien im Fall magnetohydro-
dynamischer Kompressionswellen von GL (22.28), Bewegungsrichtung
und Ausbreitungsrichtung stehen senkrecht zum ungestorten Feld.

¢) Magnetohydrodynamische Kompressionswellen

Nachdem wir im Abschnitt b) reine Transversalwellen betrachtet haben,
soll hier ein anderer Spezialfall untersucht werden. Es sei wieder ein homoge-
nes Feld der Form B, = (B,, 0, 0) vorausgesetzt. Wir machen den Ansatz

(22‘27) v = (01 vly 0’9 t)a O)a
(22.28) vy 0, 1) = Ceexp(—iwt £ ily)

und 16sen damit das Gleichungssystem (22.8) bis (22.13), (22.15). Nun sei
0/0x =0 und 9/0z = O fiir alle Storgrofen, wihrend 9/0y = +il und
0/0t = —iw ist. Da die y-Komponente v,, der Storung von y abhingt,
handelt es sich bei diesem Ansatz um eine Longitudinalwelle; die Ausbrei-
tungsrichtung fallt mit der Richtung der Storamplitude zusammen (Abb. 22.2).

Dabei wird das Plasma komprimiert, wir brauchen also jetzt die Adiabaten-
beziehung (22.15)

P
(22.29) Py=7=2p =ugp,.

Po
Hier ist vg = (y PO/po)l/2 die (adiabatische) Schallgeschwindigkeit. Die Ab-
leitung 9/dy bezeichnen wir mit einem Strich. Dann folgt aus der Kontinui-
titsgleichung (22.13)
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(22.30) iwp; = po U1y

Mit Gl. (22.29) ergibt sich
!
v
(22.31) P = vl B2
Damit haben wir schon den Teil 2) des Schemas von Abschnitt a) benutzt,
also P; durch v, ausgedriickt. Teil 1) des Schemas liefert dann

(22.32) vy X By =(0,0,—v,y, Bo) = —cEj,
(22.33) ¢V XE; =(v1,B,0,0) = iwBy,
(22.34) iw 2L j = (0,0,-vyy Bo)
und damit

. 4 n 2
(22.35) ji XBo = 7= (0,—v1y By, 0).

Das setzen wir wieder in die Bewegungsgleichung (22.12) ein, sie hat nur noch
die y-Komponente:

avly s _ ' 1 " 2
(22.36) Po ot = 1Wpo U1y = —Pl - ZTT_I_O_J- Uiy Bo.

Gemif Gl. (22.31) driicken wir auch P, durch V1, ausund bekommen

2
. _ 2 Po n BO "
(22.37)  © —iwpo vy = —Ug T Viy — Mo Uiy »
also
B¢
n 2 2 n
(22.38) w? vy = —(vsz + m)vly = —(vs +va)V1y.

Geht man mit dem Ansatz (22.28) in diese Differentialgleichung ein, so ergibt
sich fur die Phasengeschwindigkeit

(4)2

(22.39) u? = 5= v+ vl
Diese Longitudinalwellen nennt man magnetohydrodynamische Kompressions-
wellen. Sie laufen senkrecht zu den Feldlinien und bewegen sich dabei mit ei-
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ner Phasengeschwindigkeit, deren Quadrat sich additiv aus den Quadraten von
Schallgeschwindigkeit und Alfvén-Geschwindigkeit zusammensetzt. Im Grenz-
fall des verschwindenden Magnetfeldes wird die Phasengeschwindigkeit gleich
der Schallgeschwindigkeit u = v;, bei sehr groem Magnetfeld iiberwiegt die
Alfvén-Geschwindigkeit, u > v, .

Sowohl bei den Alfvén-Wellen wie auch bei den magnetohydrodynamischen
Kompressionswellen ist die Phasengeschwindigkeit unabhingig von der Fre-
quenz bzw. von der Wellenzahl. Wir haben es also mit einer dispersionsfreien
Wellenausbreitung zu tun. Die Wellen verschiedener Frequenz breiten sich
gleich schnell aus. Wir werden spéter in § 39 sehen, daf} dies nur ndherungs-
weise wahr ist.

Wir haben jetzt zwei Fille der Wellenausbreitung in einem Plasma kennen-
gelernt, bei denen die geometrischen Verhiltnisse besonders einfach sind. Im
nichsten Paragraphen behandeln wir einen allgemeineren Fall, der die bisher
behandelten beiden Wellenarten als Spezialfille enthilt.

§ 23. Wellen im beliebigen Winkel zum Magnetfeld

Jetzt soll der allgemeine Fall einer Wellenausbreitung im beliebigen Winkel zu
einem homogenen Magnetfeld untersucht werden. Wir legen ein kartesisches
Koordinatensystem so, daf} sich die Welle in z-Richtung ausbreitet. Die Wellen-
fliche stehe also senkrecht zur z-Achse. Weiterhin sei das homogene Feld B,
parallel zur y-z-Ebene und schlieSe mit der z-Achse den Winkel ¢ ein (Abb.

23.1). ,
1 Avetienfiiche

B,
I i I
[ 1 I I
3
] y
X
Abb. 23.1 Zur Ausbreitung von Wellen in einem Winkel 9 zu einem homogenen
Magnetfeld. Das Koordinatensystem wurde so gelegt, da® sich die Welle

in z-Richtung ausbreitet und da die x-Komponente des ungestérten
Magnetfeldes verschwindet.
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Dann ist

(23.1) By = (0, By sind, By cosd).

Wie in § 22 setzen wir voraus, dafy

(23.2) v, =0, g=0, v=0, jo=0, E, =0,
A—>oo P, =const.,, po = const.

Wir machen dann fiir die Stérungen den Ansatz

(23.3) vy, By, p1, Py ~expli(wt—1Iz)].

Dann ist wieder 3/0x= 0 und 9/0y = 0, wihrend 9/0z =—il und
ofot=iw gilt.

Im Spezialfall 9 = 0° erhalten wir als Losung unseres Ansatzes die Alfvén-
Wellen, bei 9 =90° die magnetohydrodynamischen Kompressionswellen. Fiir
beliebige Werte von ¢ ist es jedoch nicht mehr moglich, die Storgleichungen
(22.8) bis (22.13) und (22.15) auf eine einzige Differentialgleichung zu redu-
zieren. Statt dessen haben wir das volle System von 7 Gleichungen zu 16sen.

a) Das lineare, homogene Gleichungssystem
Aus Gl. (22.8) bekommen wir
. [4 ile
(234) f1=37 VXB = T (B1y,—B1x, 0).

Der Strom flieit also in der Wellenebene. Hieraus folgt

(23.5) cl L X By = %Q (—Byx cos9,—B1,, cosd, By, sin®).

Einsetzen in die Bewegungsgleichung (22.12) ergibt
(23.6)  iwpo v + VP = 1) XBo=0
und

ilB

(23.7) iwpovix = — ‘4_."031:: cosd,
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_ilB,

(23.8) l(a.)po vly = an Bly cosd,
(23.9) iwpe vy, = ilP, + ‘i—f‘lBly sin®.

Weiter erhalten wir aus der Adiabatenbeziehung (22.15) wie im letzten Para-
graphen

(23.10) P, = vl p;.
Aus Gl. (22.9) und (22.11) erhalten wir hingegen

9B,

(23.11) o

= V X (v, X By).
Nun folgt aus V - B; =0 und 9/0x = 9/0y =0, dafl auch 0B ,/0z=0

ist. Also ist B, =0, daher lautet die linke Seite von Gl. (23.11)

d B,

(23.12) "

= iw (leaBly1 0)

Fiir die rechte Seite berechnen wir

(23.13) vy X By = (vyy B cos ¥ —vy; By sind, —v1x Bg cos ¥, vyx By sind)
und daraus

(23.14) VX (01 X Bg) =il Bg (—U1x cosd, —vyy, cosd + vy, sind, 0).

Aus Gl. (23.11) erhalten wir also die beiden Gleichungen

(23.15) iwB)y = —ilBy V15 co0s?,

(23.16) i(a)Bly = _ilBo(Uly cos ¥ — U1z Siﬂl’).

Schlieflich ergibt sich aus der Kontinuitétsgleichung (22.13) in unserem Fall

(23.17) iwp; = 1ilpg Uyz.
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Die sieben Gleichungen (23.7) bis (23.10) und (23.15) bis (23.17) bilden ein
lineares homogenes Gleichungssystem fiir die sieben Variablen vy, Uy, Uy,
Bix,Biy, Py und py. Durch Einsetzen von Gleichung (23.10) in Gl. (23.9)
koénnen wir P; eliminieren und damit das System auf 6 Gleichungen reduzie-
ren. Das System ist homogen und besitzt daher eine nicht-triviale Losung,
wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet.

b) Die Dispersionsrelation

Zur besseren Ubersicht ordnen wir die Gleichungen um. Es entsteht die fol-
gende Koeffizientenmatrix. Die jeweilige Variable ist dabei in der oberen Zeile
vermerkt, rechts steht die Nummer der zugehorigen Gleichung:

Vix B1x U1y Viz By P1
1B
w po _cﬁrg cosd 0 0 0 0 | [23.7]
1Bg cosd w 0 0 0 0 | [23.15]
0 0 wpo o Booess 0 |28
(23.18)
“‘IB() . 2
0 0 0 w po sind —lvg | [23.9]
4T
0 0 1Bgcos® —I B sind w 0 |[23.16]
0 0 0 —1po 0 w [23.17]

Wie man sieht, zerfdllt das System in zwei Systeme, und zwar bilden die Glei-
chungen (23.7) und (23.15) ein System fiir vy, und By, wihrend die Glei-
chungen (23.8), (23.9), (23.16) und (23.17) ein System fiir die restlichen Va-
riablen bilden. Entsprechend zerfillt die Determinante in ein Produkt zweier
Unterdeterminanten

(23.19) D =Dy Dy,

wobei D, die Determinante ist, die aus der Untermatrix der Koeffizienten
von Vg, und By, gebildet wurde, D, ist die Determinante der Restmatrix.
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Wenn D verschwinden soll, mufl entweder D; oder D, oder es miissen alle
beide verschwinden.

Zunichst moge die Determinante D, verschwinden. Dann gilt

2 2 2
1" By cos” &
2 _ 7o T Yo
(23.20) Po W an 0,

also folgt fiir die Phasengeschwindigkeit u

2 2

B
3.21 T = 20 29
(2321) u & a7 po cos

2 2
vs ° cos” 9.

Diese partikulare Losung ist eine Alfvén-Welle. In die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit lings der z-Achse geht dabei nur die Komponente des Magnetfeldes B,
in z-Richtung ein. Fiir diese Losung mit D; =0 kann D, ¥ O sein, entspre-
chend erhdlt man in diesem Fall fiir die Losung des zweiten Systems nur die
triviale Losung, also vy, = vy, = By, =p; =0.

Jetzt betrachten wir die andere partikuldre Losung, die dadurch entsteht,
daf die Unterdeterminante D, verschwindet, also

D3 =1pg (I By cos® * 1 v ﬁcosa—wlu: Po W)

47
IBO . lBO : 2,.2
(23.22) —w (I Bocosd * powﬂcosﬂ+ 1B, sind - Pow T sind—w p S w*)
4 2 2 2
21 B 22 2 2 I'B
= vy 4TT0 po cos?d —vg I py w —4"0 Po o.>2+p02 w?
=0.

Nach Division durch p02 I folgt:
23.23) ut — (A’ + v)uP + vy vlcos’9=0.
(

Ist 8 =90° d.h. cosd® =0, ist also die Wellenfliiche parallel zum Feld, so
folgt

(23.24) u =v," + vg.
Das ist eine Relation, die wir schon in § 22 ¢ (Gl. (22.39)) kennengelernt ha-

ben. Wir bekommen auch hier eine longitudinale, magnetohydrodynamische
Kompressionswelle, die sich quer zu den Feldlinien ausbreitet.
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Bei 9 =0" ist cosd = 1, also gilt

(23.25) ut — vt ut — vl + vl vl =0.

Diese Gleichung hat zwei Losungen fur u’

(23.26) u’ = va, u* =l

Hier bekommt man also die sich lings des Feldes ausbreitende transversal
Alfvén-Welle und aufRerdem noch die Schallwelle, die sich mit der Geschwin-
digkeit vg parallel zu By ausbreitet.

Die partikulire Losung D, = 0 enthilt also beide in § 22 behandelten
Spezialfille der Wellenausbreitung. Hier kann natiirlich D, + O sein, entspre-
chend erhilt man dann fiir das erste (kleine) System nur die triviale Losung
Vix =B1x = 0.

Der Fall D, =0, D, ¥ 0 lieferte eine Losung, der Fall D, 0,D, =0
dagegen zwei Losungen. Also hat man im Fall D, + D, = 0 drei verschiedene
Losungen vorliegen, d.h. drei verschiedene Typen von Wellen in eine vorgege-
bene Richtung 9. Das Verhalten dieser drei Losungen wollen wir im Folgen-
den niher untersuchen. Wir beschrinken uns dabei wieder auf Aussagen iiber
die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Wellenfronten; genau genommen wiren
noch die Koeffizienten unseres Gleichungssystems auszurechnen, die Ampli-
tude, Phase und Polarisationsgrad dieser Wellen festlegen. Das soll hier nicht
geschehen.

¢) Ungleichungen

Wir kehren zunichst zuriick zur partikuldren Losung D, = 0, lassen aber
beliebige Winkel ¢ zu.

Gl. (23.23) 1483t sich auch schreiben in der Form

(23.27) ut =2 +vl)u? +uvl vl =vi vl sin?Y,
also
(23.28) * —v2) @® —v?) = vg vl sin?9.

Diese Gleichung hat zwei Wurzeln u 2 u,?; wir wahlen die Indizes so, daf
u,2>u?. Dann gelten die folgenden drei Beziehungen

(23.29) u? > max (va,vy),
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(23.30) u? < min (vl,vs),
(2331) u22 < UA2 coszﬂ ,

wobei das Gleichheitszeichen jeweils im Fall 9 = 0° gilt. Zum Beweis von
Gl. (23.29) und Gl. (23.30) definieren wir die Funktion

fw) =w? — (e +v)w+ v} v? cos® 9
(23.32)
=w-—v2)-(w—v2)—vi - v? - sin? 9.

F(w) stellt eine Parabel dar (Abb. 23.2).

f(w)4 (y2ve?)/2
|
|
|
l
VR w
/ HE
W,=u,? | w=u,?
|
|
|
|

Abb. 23.2 Die Kurve £ (w) fiir den Fall v} < v2.

Ihre Schnittpunkte mit der w-Achse liegen bei u > und «,>. Im Minimum ist
aa—w f(w) =0, also ist

(23.33) Wmin = %(vg +v2).

Die Symmetrieachse der Parabel liegt in der Mitte zwischen vs> und vsz. Die
Parabel ist nach oben geoffnet, da

a2
(23.34) oW f(Wmin) > 0

ist. Sie hat also wirklich die in Abb. 23.2 skizzierte Lage.

Da die linke Seite von Gl. (23.28) grofier als Null sein mu#, gilt entweder

(23.35) ul>vi, ul>vd
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oder fiir die andere Losung
(23.36) uy <uvs,  ur <uv.

Damit folgen die Behauptungen (23.29) und (23.30). Weiterhin ist nach Gl.
(23.23) und (23.32)

2 2 4 2. .2 2.2
F(va cos” 9) = va cos® O — s cos? O — vy U cos? & + v’ Uy cos® &

(23.37)

a .
UA (cos® & — 1) cos? &
= —ua sin? 9 cos? 9<0.

Der Wert w=1u,>+cos® 9 liegt gemil Abb. 23.2 also zwischen u,” und u,?.
Damit ist die Behauptung (23.31) bewiesen.

Unser Gleichungssystem war zerfallen. Die Welle der Wellenzahl / hat also
in Richtung ¢ drei Phasengeschwindigkeiten u, fiir die gilt:

u? = vp? cos? 9,
(23.38) u? = u, 2> max(us?, vd),
u? = u,? < min (va?, vd),
wobei
2 2 2
(23.39) u, < vy cos® 9.

Abb. 23.3 Konstruktion eines Hodographen zu vorgegebener Geschwindigkeit u (9).

d) Der Hodograph der Wellenausbreitung ( Friedrichs-Diagramm)

Um die erhaltenen Relationen besser zu veranschaulichen, benutzen wir
Hodographen. Ein Hodograph ist ein Polardiagramm der Geschwindigkeiten
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mit dem Polarwinkel ¢ und der Phasengeschwindigkeit # als Abstand vom
Ursprung (Abb. 23.3). Wir legen dazu die Abszisse in die Richtung von By.
Auf einem Strahl, der mit der Abszisse den Winkel 9 einschliefit, tragen wir
die verschiedenen (i. a. drei) Phasengeschwindigkeiten ab, die eine Welle in
diese Richtung haben kann (Abb. 23. 4).

PR V2
u=u,
uzy,
u=u, A u=u, . %=V
4 B,
uZy,cos9)
u=v,cosY

a v<v bl v=vg c) vi>v

Abb. 23.4 Hodographen fiir die drei Wellentypen.

Wir betrachten zunichst den Fall vy <uvs. Der Ort, den der Fahrstrahl
u =vp cos?¥ in Abhingigkeit von ¥ beschreibt, wird durch zwei Kreise vom
Durchmesser vp gebildet, die in der eingezeichneten Weise im Koordinatensy-
stem liegen (Abb. 23.4 a). Die Linge des Fahrstrahles von u, ist wegen
Gl. (23.31) immer kiirzer als der Fahrstrahl von u = v, cosd; es ergibt sich
also ein horizontal liegendes Oval, das wie eingezeichnet im Kreis liegt. Der
Fahrstrahl von u, bildet ein aufrecht stehendes Oval: bei 9 =0° ist u, =v;
nach Gl (23.28), fir 9 =90° ergibt GL. (23.27) u; = (v + v)". (Ob-
wohl es so scheint, sind die Hodographen fir #; und u, keine Ellipsen.)
Auf entsprechende Weise bekommt man die Hodographen fir v4 = v und
Ua > Ug (Abb. 23.4 b und 23.4 ¢). In diesen Fillen ist der u, -Hodograph nicht
mehr konvex, insbesondere im Fall vy = v, ister bei & = 0° bzw. 90° ein-
geschniirt. Diese Darstellungen der Phasengeschwindigkeiten in einem Polar-
diagramm sind auch unter dem Namen Friedrichs-Diagramme bekannt. Wir
finden fiir alle drei Falle:

Es gibt immer eine schnelle (u, ) und eine langsame (u,) Kompressionswel-
le, dazwischen eine Alfvén-Welle der Geschwindigkeit vp cos¢. Im Fall von
¥ =90° (bzw. 27 0°/; bleibt nur eine reine Kompressionswelle der Geschwin-
digkeit (va2 + v2)"” iibrig.

Wir haben oben die Typen von ebenen Wellen diskutiert, die in einem be-
liebigen Winkel zu einem homogenen Magnetfeld im Plasma méglich sind. Da-
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bei haben wir nicht beriicksichtigt, da} sich solche ebenen Wellen durch ent-
sprechende Phasenlage verstirken oder gegenseitig kompensieren konnen.

1’6,,‘
) %,/
\)\

B,

A
oR
Hodo‘)(

Abb. 23.5 Zusammenhang zwischen Hodograph und Wellenfront.

Gegeben sei ein ,,magnetohydrodynamischer Knall“ im Ursprung des Koor-
dinatensystems, d.h. eine Stérung, von der aus nach allen Richtungen Wellen
fortlaufen mogen. Der Einfachheit halber betrachten wir das eindimensionale
Problem, nehmen also die Anfangsstorung als gleichférmig lings der x-Achse
verteilt an. Dann sind alle Groflen von x unabhingig. Die Ausbreitungsrichtun-
gen der Wellen stehen senkrecht auf der x-Achse, und der ganze Vorgang kann
in der y-z-Ebene beschrieben werden. In einiger Entfernung von der x-Achse
kann man diese Wellen in guter Ndherung durch unsere ebenen Wellen in der
entsprechenden Richtung approximieren. Sie laufen mit verschiedenen Ge-
schwindigkeiten. Man kann sich den Vorgang mit Hilfe des Hodographen ver-
anschaulichen. Die Welle in Richtung ¢ befindet sich nach einer Sekunde an
der entsprechenden Stelle des Hodographen, ihre Wellenfront geht durch den-
selben Punkt und steht senkrecht auf der 9-Richtung (Abb. 23.5).

Wir konstruieren auf diese Weise die Wellenfronten fiir alle Richtungen 9. Die
Gesamtheit aller dieser Wellenfronten besitzt eine Einhiillende. Da sich be-
nachbarte Wellenfronten in der Einhiillenden schneiden, so folgt, da} auf der
Einhiillenden benachbarte Wellenrichtungen gleiche Phase besitzen; dort ver-
stdrken sich also die Wellen. An anderen Stellen 16schen sie sich aus. So stellt
die Einhiillende den Ort dar, wo sich die Wirkungen der Wellen verstarken.
Nach einer weiteren Sekunde haben sich die Wellen in den verschiedenen Rich-
tungen doppelt so weit bewegt, die Einhiillende ist, sich selbst dhnlich blei-
bend, grofer geworden.



§ 23. Wellen im bel. Winkel zum Feld 161

B,

Abb. 23.6 Flichen gleicher Phase in der y-2-Ebene fiir die schnellen Kompressions-
wellen. Die Ausbreitung erfolgt nach allen Richtungen fort von der (senk-
recht zur Zeichenebene stehenden) x-Achse.

In Abb. 23.6 haben wir die Wellenfronten gleicher Phase fiir die schnellen
Kompressionswellen dargestellt. Die Schnittpunkte, also die Orte, an denen
sich die Wellen verstirken, bilden wieder eine ovale Figur. Die Wellen breiten
sich also nach allen Richtungen in der y-z-Ebene aus, allerdings mit verschie-
dener Geschwindigkeit.

Abb. 23.7 Flichen gleicher Phase fiir die Alfven-Wellen in der Ebene. Die Ausbrei-
tung erfolgt nach beiden Seiten entlang der Feldlinien.

Das sieht bei den Alfvén-Wellen ganz anders aus (Abb. 23.7): Aus elemen-
targeometrischen Griinden (Thales-Satz) schneiden sich alle Flachen gleicher
Phase in den dem Ursprung gegeniiberliegenden Punkten der eingezeichneten
Kreise. Diese zwei Punkte bilden die Einhiillende. Dort addieren sich alle Wel-
lenfronten. Da sich diese beiden Punkte jeweils mit va vom Ursprung entfer-
nen, erhilt man beim magnetohydrodynamischen Knall zwei ,,Wellenpakete*‘,
die sich mit Alfvén-Geschwindigkeit ldngs des Feldes von der x-Achse fortbe-
wegen.
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Abb. 23.8 Die Einhiillenden der Flichen gleicher Phase fiir langsame Kompressions-
wellen in der y-z-Ebene bilden Kurven mit je drei Spitzen (punktiert).

Ahnlich erhilt man bei den langsamen Kompressionswellen bevorzugte Aus-
breitungsrichtungen (Abb. 23.8). Hier besteht die Einhiillende aus zwei ge-
schlossenen Kurven in der y-z-Ebene, die jeweils drei Spitzen haben. Diese bei-
den Kurven bewegen sich von der x-Achse fort und vergréfiern sich, wobei sie
sich selbst dhnlich bleiben. Die Ausbreitung erfolgt also anisotrop nach beiden
Richtungen, parallel und antiparallel zum Magnetfeld (Abb. 23.9).

ADb. 23.9 Die einhiillenden Spitzkurven (vgl. Abb. 23.8) bewegen sich parallel und
antiparallel zum Magnetfeld. Sie vergréfiern sich dabei, sich selbst dhnlich
bleibend. Deshalb erfihrt nur die Materie im Innern des in der y - z-Ebene
gezeichneten Geradenpaares etwas von der Storung. Auerhalb 16schen
sich die Wellen verschiedener Richtung aus.



§ 24. Stabilititsproblem anschaulich 163

§ 24. Anschauliche Diskussion des Stabilitdtsproblems

Wenn man eine statische Gleichgewichtslosung der magnetohydrodynami-
schen Grundgleichungen gefunden hat, so ist damit noch nicht gesagt, daf sie
auch in der Natur vorkommen kann. Dazu ist notwendig, da die Gleichge-
wichtslosung auch stabil ist.

Wir betrachten jetzt statische Losungen der Grundgleichungen, also Losun-
gen des Systems

(24.1) V-B,=0,

]
(24.2) VP = 7= (VX Bo)XBo+pog

und fragen nach ihrer Stabilitdt. Manchmal ist es sehr schwer, stabile Losungen
zu finden, zum Beispiel wenn man versucht, ein Plasma durch ein Magnetfeld
zusammenzuhalten. Das ist einer der Griinde, warum die kontrollierte Kern-
fusion so viele technologische Schwierigkeiten bereitet.

In diesem Paragraphen werden wir eine Reihe von einfachen, statischen
Gleichgewichtskonfigurationen durch anschauliche Betrachtungen auf Stabili-
tdt hin untersuchen. In den beiden folgenden Paragraphen wird dann das Pro-
blem der Stabilitdt magnetohydrostatischer Losungen allgemeiner behandelt
werden.

a) Instabilitit eines Plasmazylinders mit toroidalem AufSenfeld

In einem zylindrischen Gefaf sei ein Plasma eingeschlossen. Schickt man
dann einen starken Strom in Lingsrichtung hindurch, so 16st sich das Plasma
von den Winden ab und schniirt sich durch das eigene Magnetfeld ein. Das
nennt man den Pinch-Effekt. Die dabei entstehende Gleichgewichtskonfigura-
tion kénnen wir durch ein einfaches Modell beschreiben. Wir denken uns einen
Plasmaschlauch, der selbst kein Magnetfeld enthilt und der von einem dufieren
Magnetfeld in dem sonst leeren Auienraum im Gleichgewicht gehalten wird.
Ein konstanter Flichenstrom, der in Lingsrichtung auf der Schlauchoberfliche
flieBt, erzeugt im umgebenden Vakuum ein toroidales Magnetfeld, das dem in-
neren Gasdruck Pg; das Gleichgewicht hilt (Abb. 24.1a). Es gilt dann nach
Gl.(17.18):

(24.3) Pg; = =X
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Abb. 24.1 (a) Ein Plasmaschlauch werde vom Magnetfeld im Gleichgewicht gehalten.
Gasdruck im Innern und magnetischer Druck aufien halten sich die
Waage. (b) Im Falle einer Einschniirung wichst das Auflenfeld an, die
Konfiguration ist instabil.

Wie verhilt sich nun der Plasmaschlauch, wenn man irgendwo eine Veren-
gung anbringt (Abb. 24.1b)? Fiir das Feld im Vakuum gilt natiirlich

(24.4) jo~ VXBy=0, V By =0.

Wegen der Geometrie mufl B, axialsymmetrisch sein; schreibt man sich die
Bedingungen (24.4) in Zylinderkoordinaten hin (vgl. § 4), so sieht man sofort,
daf fiir eine axialsymmetrische Losung Boy ~ 1/s gelten mufl, wobei s der
Abstand von der Zylinderachse ist. In der Verengung steigt also der dufiere
magnetische Druck an; dagegen bleibt der Innendruck konstant, da das Gas
nach oben und unten im Zylinder ausweichen kann. Die Gleichgewichtsbedin-
gung (24.3) ist also so verletzt, daf sich das Plasma noch weiter einschniirt.
Dafl der magnetische Druck bei einer Verengung ansteigt, sieht man auch an-
schaulich aus Abb. (24.1.b), denn bei einer Verengung muf} sich aus geometri-
schen Griinden der Abstand der Stromlinien verringern. Die Flichenstromdich-
te wird grofer, und mit ihr vergrofert sich wegen Gl. (17.14) das Aufenfeld.
Diese Art der Instabilitdt nennt man ,,Wiirstchen-Instabilitdt* (englisch ,,sausa-
ge-instability**).

Unser Plasmaschlauch ist aber auch noch gegeniiber anderen Stérungen in-
stabil. Wir wollen ihn durch Knicken so storen, wie es in Abb. 24.2 dargestellt
ist. Wir betrachten nun die Feldlinien, die sich in der Nachbarschaft des Schlau-
ches um ihn schlieen. In der Nihe der Innenseite des Knickes liegen sie dich-
ter als in der Ndhe der Aufienseite. Der zugehorige magnetische Druck wirkt
gerade so, dafd der Knick noch verstarkt wird. Wir kdonnen auch die auf der
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Abb. 24.2 Knick-Instabilitat.

Oberfliche laufenden Linien des urspriinglich konstanten Fliachenstromes be-
trachten und finden, dafl nach Anbringung der Stérung der Flichenstrom auf
der Innenseite grofer ist als auf der Aufienseite. Der magnetische Druck ist
aber in unserem Fall proportional zur Flichenstromdichte. Also hat er die
Tendenz, den Knick zu verstidrken. Diese Art von Instabilitdt nennt man
Knick-Instabilitdt.

7 N
d/ BQ BQ
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b
Abb. 24.3 (a) Das dufere Magnetfeld liegt parallel zur Achse des Schlauches. Gas-
druck und innerer Magnetdruck halten dem dufleren Magnetdruck die

Waage. (b) Bei Einschniirung sinkt das dufiere Magnetfeld ab, das innere
steigt, die Konfiguration ist stabil.



166 Kap. IV. Magnetohydrodyn. Wellen

b) Plasmazylinder mit homogenem Aufenfeld

Es gibt Plasmaschlauchkonfigurationen, die stabil gegeniiber Einschniirug-
gen sind. Dazu betrachten wir einen Plasmazylinder, der durch ein zu seiner
Achse paralleles Feld im Gleichgewicht gehalten wird. Ein von Quellen im Un-
endlichen erzeugtes homogenes Magnetfeld laufe parallel zur Achse des Schlau-
ches (Abb. 24.3 a). Durch einen toroidalen Oberflichenstrom kann man nun
das homogene Feld im Innern so weit abschwichen, da der Gasdruck Pg; im
Innern und die magnetischen Feldstirken B; und B, innen und aufien die
Gleichgewichtsbedingung

B: B

(24.5) 87 — BT

+ Pgi

erfiillen. Diese Konfiguration storen wir nun durch Einschniiren des Plasma-
schlauches. Wie man aus der Abb. 24.3 b ersieht, wird das dufere Magnetfeld
an der Stelle der Einschniirung schwicher, da der Abstand der Feldlinien sich
vergrofert. Der magnetische Druck von aufien verringert sich also, gleichzeitig
erhoht sich der magnetische Druck innen. Beide Krifte wirken der Einschnii-
rung entgegen, es tritt keine Wiirstchen-Instabilitédt auf.

Abb. 24.4 Indifferentes Verhalten eines Plasmasylinders mit innerem Gasdruck und
auerem Magnetfeld (in die Zeichenebene weisend). Gegeniiber Storun-
gen welche die Querschnittsfliche des Zylinders nicht indern und die
langs der Achse des Zylinders immer dieselbe Form haben, ist die Kon-
figuration indifferent.

Dagegen finden wir jetzt eine andere Besonderheit: Wir betrachten den
Schlauch von oben und storen ihn so, daf} die Querschnittsflaiche konstant
bleibt. Dann ist die neue Konfiguration wieder im Gleichgewicht, es hat ledig-
lich ein Austausch von Feldlinien stattgefunden (Abb. 24.4). Es liegt indiffe-
rentes Gleichgewicht vor.
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¢) Plasma im Gravitationsfeld auf einem Magnetfeldpolster

Wir wollen nun untersuchen, ob es moglich ist, ein Plasma in einem Gravita-
tionsfeld auf einem Magnetfeldpolster zu halten.

© ® @ @ ® ® ® ®
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Abb. 24.5 (a) Ein Plasma (schraffiert) ruhe im Schwerfeld auf einem homogenen
Magnetfeld, das senkrecht zur Zeichenebene steht.
(b) Die Konfiguration ist instabil gegeniiber Stérungen der gezeichneten
Art.

In einem kartesischen Koordinatensystem sei ein Gravitationsfeld
g2=1(0, 0, g (2)) gegeben. Senkrecht dazu, also parallel zur x-y-Ebene, liege ein
homogenes Magnetfeld B,. Auf dieses Magnetfeld 143t sich ein Plasma so le-
gen, da} Gleichgewicht herrscht (Abb. 24.5a). Es muf} dann an der Grenz-
schicht die Gleichgewichtsbedingung

1

(24.6) Pg = 4= B¢ = P,

gelten. Nun bringen wir eine Storung an, wie in der Abb. 24.5b gezeichnet.
Die beiden Teilflichen 1 und 2 der Zeichenebene mégen gleichen Inhalt haben.
Es sei nun P, der Gasdruck an der obersten Stelle der Teilfliche 1, P, der
Gasdruck an der niedrigsten Stelle der Teilfliche 2. Dann gilt P, <Py < P,,
da der Gasdruck nach unten wichst. Da die Storung flaichengleich war, ist
aber die magnetische Feldstirke iiberall im Vakuum dieselbe wie vor der Sto-
rung. Also gilt

1 1

(24.7) Py = o B, P, < 3 B, P>

1

2
3T By .
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Aus den ausgebeulten Stellen ist das Gleichgewicht so gestort, daf sich die
Storung noch weiter vergrofiert. Das Plasma ist instabil. Die Situation ist dhn-
lich wie am Schluff von Abschnitt b). Hier wie dort werden flichengleiche Sto-
rungen angebracht, bei denen Feldlinien und feldfreie Materie ausgetauscht
werden. Dabei wird weder gegen den Gasdruck noch gegen den magnetischen
Druck Arbeit geleistet. Dort ergab sich indifferentes Gleichgewicht, hier, wo
die Schwerkraft hinzukommt, haben wir eine stattliche Instabilitit.

L

Plasma

Abb. 24.6 Derselbe Fall wie in Abb. 24.5; jetzt aber mit Storungen, welche die
Feldlinien verbiegen. Diese Konfiguration ist stabil gegeniiber solchen
Storungen hinreichend kleiner Wellenlange L.

Wir wollen nun die oben betrachtete Konfiguration in Richtung des Magnet-
feldes storen (Abb. 24.6). Dazu bringen wir an der Trennfliche zwischen Plas-
ma und Feld eine Storung der Ausdehnung L an. Die verbogenen Feldlinien
wollen sich verkiirzen und wirken daher stabilisierend. Fiir hinreichend kleine
(rdumliche) Storungen erhélt man Stabilitdt, da an den gestorten Stellen eine
grofie Anderung der Magnetfeldenergie einer relativ midigen Anderung der po-
tentiellen Energie des Plasmas gegeniibersteht. Fiir hinreichend ausgedehnte
Storungen dagegen erhilt man stets Instabilitit: Bei groBem L werden bei
vorgegebener Storamplitude die Feldlinien nur wenig verbogen, wihrend die
Masse des ausgelenkten Plasmas mit L zunimmt. Die Stérung der potentiel-
len Energie iiberwiegt dann die der magnetischen Energie. Deshalb ist unsere
Konfiguration nur rdumlich hinreichend kleinen Storungen dieser Art gegen-
iiber stabil.

Will man ein Plasma in einem Gravitationsfeld auf einem Magnetfeldpolster
halten, so treten stets Stérungen nach Art von Abb. 24.5 und 24.6 auf, wobei
insbesondere Stérungen der Art von Abb. 24.5 zur Instabilitit fihren. Man
kann eine Verringerung der Instabilitdt dadurch erreichen, da® man Magnet-
felder verschiedener Richtung geeignet aufeinanderschichtet (vgl. Abb. 24.7).
Dann miissen bei jeder Ausbeulung der Grenzfliche Feldlinien verlingert wer-
den.
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Abb. 24.7 Ein Plasma, auf einem magnetischen Polster liegend, werde selbst von
einem homogenen, zum Vakuumfeld senkrecht stehenden Magnetfeld
durchsetzt. Jede Art von Storungen der Grenzfliche verbiegt die Feld-
linien von mindestens einem der beiden Felder. Die dazu notige Arbeit
stabilisiert Storungen geniigend kurzer Wellenlidnge.

Alle hier besprochenen Fille sind stets fur irgendwelche Wellentypen insta-
bil. Diese Instabilititen sind daran schuld, da} es bisher nicht gelungen ist, ein
Plasma hoher Temperatur hinreichend lange in einem Magnetfeld freischwe-
bend so zusammenzuhalten, dal die Fusion des Wasserstoffs ablaufen kann.
Frank-Kamenezki (1963) klagt dariiber: ,,Gewohnlich wird das Leben eines
Plasmas durch die Instabilitit beendet. Diese schreckliche ,Krankheit® ist fir
das Plasma ebenso gefihrlich wie fir den Menschen der Krebs oder der Infarkt.
Die Bekdmpfung der Instabilitdt ist die wichtigste Aufgabe, vor der die Plas-
maphysik heute steht.*

§ 25. Stabilititstheorie

In diesem und im folgenden Paragraphen wollen wir uns mit dem Stabilitats-
problem weiter befassen. Wir werden uns dabei grundsitzlich auf magnetohy-
drostatische Probleme beschrinken, aber selbst dann ist der Formalismus zum
Teil schon ziemlich schwierig.

Um zu studieren, wie sich eine Gleichgewichtskonfiguration bei einer St6-
rung verhilt, missen wir die zeitabhdngigen Gleichungen in der Nachbarschaft
des Gleichgewichts untersuchen. Wie nehmen unendliche Leitfahigkeit und
adiabatische Zustandsinderungen an. Weiterhin sei die Viskositdt vernachlds-
sigt (v = 0), und das Gravitatjonsfeld verschwinde (g = 0). Dann erhalten wir
bei Elimination von j und E aus den Gleichungen (16.7) bis (16.13) das Sy-
stem

0B

(25.1) 57 = VX(vXB),

(25.2) V-B=0,



170 Kap. IV. Magnetohydrodyn. Wellen

do =, 1
(25.3) p 5 = —VP—7- BX(VXB),
0p
(25.4) 3 —V.po,
&P _ P dp _ 2dp o d _ 03 _
(25.5) ar "o a - % a Gy T T oY)

Die letzte Gleichung ist die Adiabatenbedingung, wir hatten sie schon in § 32
benutzt. Sie definiert den Weg im P-p-Diagramm, den ein sich mit der Ge
schwindigkeit v bewegendes Materieelement beschreibt.

a) Lineare Storungsgleichungen

Zur Untersuchung der zeitabhdngigen Gleichungen in der Nachbarschaft
der statischen Losung bringen wir — dhnlich wie bei den Wellenlosungen —
kleine, zeitabhidngige Storungen an die Grofien der Gleichgewichtslésung an.
Dabei charakterisiere der Index O wieder die statische Losung und der Index 1
die kleinen Storgrofen. Anschliefend werden wieder nur in den Stérgréfen
lineare Glieder beriicksichtigt. Wir setzen:

B =By(r) +B,(r,0),
(25.6)

P =Py(r) + P (r0),

P =po(r + py (r,t),

v = v, (r,0).

Die Gleichgewichtslosung erfiillt dabei die Gleichungen

VP, = — ;%TTBOX(VXBO),

V'Bo = 0,
Po= Py (o, To).

Dabei ist die letzte Gleichung die Zustandsgleichung.

Gehen wir mit B =B, + B, und den analogen Ausdriicken der iibrigen
Grofen in die Gleichungen (25.1) bis (25.5) ein, so erhalten wir bei Vernach-
lassigung von Grofen zweiter Ordnung
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(25.7) aaf‘ = VX (v X By),

(258)  V-B, =0,

(259)  po aa't" = —VP = 2= BoX (VXB\) =3B X (VXBy),
(25.10) % = —Vp vy,

(25.11) %’%‘— + (v, V)P = (ap, + (o1 V) po).

Wir fassen dieses Gleichungssystem durch E}fm'nation der Gréflen P; und B,
zu éiner einzigen Gleichung in v; zusammen. Dazu differenzieren wir Gl.
(25.9) nach ¢ :

62 v1

¢ 9B
(25.12) po —7- 572 QL 1 9B, 1 9B,

~VSr Tan BoX (VX T o

X (VX Bo).

Nun gilt wegen der Identitit V «( 4)=¢ V- 4+ (A4 -V )y und der Kon-
tinuitédtsgleichung (25.10)

(25.13) a"‘ + (D V) po=— V2 0 +(0°V)po=—poV * v

Damit ergibt sich aus Gl. (25.11)

opP 0
S =~ (m V)Pt S (G (200 V) 0)

(25.14)

P
— (v * V)Pp— Y200V vy
Po

Setzen wir das zusammen mit Gl. (25.7) in Gl (25.12) ein, so ergibt sich fol-
gende Differentialgleichung fir »,, in der sonst nur noch ungestorte Grofien
auftreten:

azvl _
~ Po Y =—=V[(v, V)P +7Py V + v,] +

(25.15) + :—H[VX(leBo)jX(vxgo)

+ 4—17T-30>< {VX[VX (v, X Bo)]}.
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Das ist eine lineare Differentialgleichung in v,. Wir konnen sie in der Form

32v1
012

(25.16) Po = L(vy)

schreiben, wobei L (v,) ein reeller, linearer Differentialoperator ist, dessen
Koeffizienten von den ungestorten Groflen abhangen.

Fiir das im nidchsten Paragraphen behandelte Energieprinzip erweist sich
noch eine andere Formulierung der Differentialgleichung als zweckméfig. Da-
zu betrachten wir eine kleine Verschiebung x. Es seir, der Ortsvektor eines
Teilchens. Wenn jetzt die Storung x angebracht wird, dann sei der neue Ort
gegeben durch :

(25.17) r=ry +x

mit dx/dt = v,. Setzen wir die letzte Beziehung in Gl. (25.16) ein und inte-
grieren einmal nach der Zeit, so folgt

9%x

(25.18) Po 3m = L (x) + const.

Die Integrationskonstante konnen wir gleich Null setzen; das siecht man, wenn
man das System Gl. (25.1) bis (25.5) betrachtet:Gehen wir dort mit 0x/ot
statt mit v in die erste Gleichung, so erhdlt man

o8,

ox
. = V —
(25.19) Py X ( » X Bo)

Dieser Ausdruck werde nach der Zeit integriert. Die dabei auftretende Integra-
tionskonstante verschwindet, da die Storung im Magnetfeld verschwinden
muf}, wenn die Verschiebung identisch Null ist. So kann man mit allen St61-
gleichungen verfahren, ohne daf eine neue Integrationskonstante auftritt. Die
gleiche Prozedur, die frither auf Gl. (25.16) fiihrte, liefert jetzt die analoge Be-
ziehung

2

0“x
(25.20) po 37 = L(x).

Wir kehren jetzt wieder zur Gl. (25.16) zuriick. Da die Zeit in den Koeffi-
zienten nicht explizit auftritt und es in dieser linearen Differentialgleichung
keine gemischten raumlichen und zeitlichen Ableitungen gibt, kann man sie
durch einen Exponentiealansatz in der Zeit
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(25.21) v, = v (r) - exp (iw?)

16sen. Gehen wir mit diesem Ansatz in die Differentialgleichung (25.16) ein,
so erhalten wir wegen 9/9¢ = iw

(25.22) —Po wz v = L(‘Dl).

Ebenso folgt aus Gl. (25.20) mit einem entsprechenden Ansatz fiir die Ver-
schiebung x

(25.23) —pow?x = L(x).

Zusammen mit den noch anzugebenden Randbedingungen haben wir damit
fiir jede statische Gleichgewichtslosung ein Eigenwertproblem fiir den Eigen-
wert w? vorliegen. Kennt man w, so kann man gemif dem obigen Ansatz
(25.21) entscheiden, wie das zeitliche Verhalten einer Storung dieser Losung
ist. Die Bestimmung von w ist jedoch im allgemeinen ein verhiltnismifig
schwieriges und aufwendiges Problem.

b) Randbedingungen

Eigenwerte w? von Gl. (25.22) koénnen nur bestimmt werden, wenn die
Randbedingungen festgelegt sind.

Das einfachste ist es, das Plasma in ein starres Gefdfl einzuschlieen, etwa
in einen starren, unendlich guten Leiter. An der Wand kann das Plasma nur
tangential stromen, und wegen der guten Leitfdhigkeit des Wandmaterials
darf sich auch der magnetische FluB durch jeden Quadratzentimeter der
Wandfliche nicht dndern. Auflerdem darf das elektrische Feld keine Tangen-
tialkomponente haben, da E' im dufleren Leiter gleich Null ist und die Tan-
gentialkomponente von E stetig vom Plasma in den Leiter iibergehen muf.
Dementsprechend hat man dort als Randbedingungen (n sei der Normalen-
vektor der Wand)

(25.24) v n=0, B-n=0, EXn=0.

Aber das so definierte Randwertproblem hat keine praktische Bedeutung.
Wenn Plasma und Wand direkt aneinander grenzen, dann kiihlt sich das Plasma
ab, und die Wand wird sich aufheizen. Folglich wird das Plasma bald kein
Plasma mehr sein, und die Wand kann auch nicht mehr starr bleiben.
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Abb. 25.1 Konfiguration fiir ein Plasma, das von einem Magnetfeld im Vakuum
freischwebend gehalten wird. Das Magnetfeld selbst wird durch eine un-
endlich gut leitende Wand begrenzt.

Anders ist es dagegen, wenn man zwischen Wand und Plasma ein trennen-
des Vakuum legt. Dann hat man eine Konfiguration, wie sie schematisch in
Abb. 25.1 dargestellt ist. Das Plasma ist von einem Vakuumfeld umgeben, das
seinerseits in einem starren Leiter verankert ist. Diese Art von Randwertpro-
blem wurde vor allem im Zusammenhang mit den Versuchen zur Konstruktion
eines Fusionsreaktors ausgiebig untersucht (Hain, Liist, Schliiter 1957; Bern-
stein, Frieman, Kruskal, Kulsrud 1958). Dann hat man einerseits fiir das Va-
kuumfeld Randbedingungen an der Wand zu erfiillen, zum anderen hat man
die Bedingungen an der Grenzfliche zwischen Vakuumfeld und Plasma. Wir
wollen hier die Randbedingungen nicht weiter diskutieren, der Leser sei neben
der bereits angegebenen Originalliteratur auf das Buch von Stix (1962) hinge-
wiesen, ferner auf Chandrasekhar (1961).

¢) Selbstadjungiertheit

Gliicklicherweise hat unsere Differentialgleichung zusammen mit den in b)
erwdhnten Randbedingungen eine Eigenschaft, die dem Plasmaphysiker das
Leben sehr erleichtert. Man kann zeigen, da} das Problem selbstadjungiert ist,
d.h. fir zwei Losungen # und v des Eigenwertproblems (definiert fiir das
Volumen V) gilt

(25.25) leL(v)dV = Jv'L(u)dV.

Den Beweis dafiir wollen wir hier nicht bringen (vgl. Hain, Liist, Schliiter 1957,
Bernstein, Frieman, Kruskal, Kulsrud 1958), wohl aber wollen wir Folgerun-
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gen aus Gl. (25.25) ziehen. Aus der Selbstadjungiertheit folgen nimlich unmit-
telbar Aussagen iiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen:

1. Selbstadjungierte Probleme haben reelle Eigenwerte. Das ist sehr einfach
einzusehen: Mit der im allgemeinen Fall komplexen Eigenfunktion # zum
Eigenwert w? ist auch die zu # konjugiert komplexe Funktion u* Ei-
genfunktion, sie gehort zum Eigenwert w?*. Es gilt also

(25.26) 0= [uL@*)dV— [u*L(w)dV = (™ —?) [uu*po dV.
14 14 14

Da das Integral rechts im allgemeinen nicht verschwindet, ist w? = w?*, also
ist w? reell. Damit konnen wir wegen Gl. (25.22) auch die Eigenfunktionen
als reell annehmen.

. . . . 2 2 ..
2. Losungen u;, uy, die zu verschiedenen Eigenwerten w;, w, gehoren,
sind orthogonal:

(25.27) fuiuk podV =0 fir %k
14

Es gilt ndimlich

(25.28) 0= [ (m; L (ux) —ug L)) 4V = (@'~ w}) w;g po 4V,
V

woraus Gl. (25.27) folgt. Durch Multiplizieren der Eigenfunktionen mit geeig-
neten Faktoren kann man erreichen, dad das System der Eigenfunktionen or-
thonormal ist:

(2529) f Ui U po dv = Sik'
|4

Die aus der Selbstadjungiertheit folgenden Eigenschaften gestatten — dhnlich
wie in der Theorie der Fourier-Reihen — ein im Volumen vorgegebenes Vek-
torfeld nach Eigenfunktionen unseres Problems zu entwickeln. So kann man
etwa eine zur Zeit ¢ =0 vorgegebene Geschwindigkeitsverteilung v, in der
Form

(25.30) vo = > ckuk, k= | vougpodV
k |4

darstellen. Das reelle Vektorfeld
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(25.31) 0=~ e lexp(icont) + exp(—iwoe )] e
k
= ZC,, cos (Wi t) ug
k

ist dann eine Losung der Gleichung (25.22), die zu jedem Zeitpunkt die Rand-
bedingungen erfiillt, und es ist

(25.32) lim » = wv,.
t—0

Mit Hilfe der orthonormalen Eigenfunktionen kénnen wir das Anfangswert-
problem l6sen, kdnnen also herausfinden, wie sich ein anfangs vorgegebenes
Geschwindigkeitsfeld v, im Laufe der Zeit entwickelt.

Wir gehen jetzt zum Stabilitdtsproblem zuriick. Eine Konfiguration ist sta-
bil, wenn eine beliebige Storung nicht mit der Zeit beliebig anwichst. Die be-
liebige Storung sei zur Zeit ¢ = 0 durch das Geschwindigkeitsfeld (25.30) be-
schrieben. Gl. (25.31) beschreibt dann die zeitliche Entwicklung dieser Lo-
sung. Die einzelnen Glieder der Reihenentwicklung wachsen genau dann nicht
mit der Zeit an, wenn alle wg reell, d.h., wenn alle wk > 0sind. Wenn
auch nur ein wk < 0 ist, dann wird der Anteil der Stérung, der zu diesem
Eigenwert gehort, mit der Zeit beliebig anwachsen.

Fiir die Stabilitdt ist also notwendig und hinreichend, daf alle wk2 >0
sind.

§ 26. Das Energieprinzip

Wir denken uns eine Kugel, die sich im tiefsten Punkt einer nach oben
konkaven Unterlage im stabilen Gleichgewicht befindet. Wenn man sie aus
dieser Gleichgewichtslage auslenkt, rollt sie zuriick und fithrt (im reibungs-
losen Fall) eine Oszillation um die Ruhelage aus. Wenn K die kinetische
und W die potentielle Energie der Kugel ist, gilt wahrend dieser Oszillation
K + W = const. Eine Auslenkung 8x der Kugel hat eine Anderung §W>0
der potentiellen Energie zur Folge. Wenn man also die Kugel aus ihrer Gleich-
gewichtslage herausbringt, indem man ihr einen kleinen Betrag kinetischer
Energie zufiihrt, so muf sie wihrend der Bewegung diese kinetische Energie in
potentielle umwandeln, bis sie zur Ruhe kommt. Die Kugel entfernt sich also
im Laufe der Zeit nicht beliebig weit von der Ausgangslage, das Gleichgewicht
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ist stabil. Das beruht darauf, daf} die potentielle Energie in der betrachteten
Ruhelage ein Minimum hat. Ahnlich wie man in diesem einfachen mechani-
schen Beispiel sehen kann, dad Stabilitit gleichwertig ist mit dem Zustand
niedrigster potentieller Energie, so ldt sich auch fiir unsere magnetohydrosta-
tischen Konfigurationen eine potentielle Energie definieren, die im Fall von
Stabilitat ein Minimum hat.

Mit dem in § 25 eingefiihrten selbstadjungierten Operator L hatten wir
auch die Differentialgleichung

az
(26.1) po 7 =L

erhalten. In analoger Weise wie bei den frither gewonnenen Eigenfunktionen
v, lassen sich entsprechend auch Eigenfunktionen x, gewinnen. Sie haben
natiirlich gleichfalls alle die schénen Eigenschaften wie die v, sie sind also
zum Beispiel nach geeigneter Multiplikation mit einem Faktor orthonormiert.
Es gilt

(26.2) — P, wixy =1L (xn)-

Wir wollen nun nachsehen, wie sich magnetische, kinetische und innere
Energie verhalten, wenn man an der Konfiguration die Stérung x anbringt.
Dazu denken wir uns als Gleichgewichtskonfiguration ein Plasma, das mit ei-
nem Magnetfeld im umgebenden Vakuum im Gleichgewicht steht. Das Aufien-
feld wiederum sei von einem unendlich guten starren Leiter eingeschlossen.
Wir haben also eine Konfiguration wie in Abb. 25.1 vorliegen.

Die Zustandsgleichung des Plasmas sei die eines idealen Gases. Ist R die
Gaskonstante und u das mittlere Molekulargewicht im Plasma, dann folgt we-
gen R/u = cp — ¢, fir die Dichte der inneren Energie

Cy M Ccy 1

(26.3) u=cypT = N P = FE;PG = :yTlPG

(v =cp/cy).
Den Gleichgewichtszustand bezeichnen wir wieder mit dem Index o. Die Ge-
samtenergie unserer Konfiguration wird nun
(26.4) Us = j(—‘—P +1—Bz)dV
. 0 J 7_1 Go 8T 0 .

Hierbei ist die Integration iiber das ganze Volumen einschlieflich des das Plas-
ma umgebenden Vakuums auszufiihren. Wenn das Plasma durch die Stérung



178 Kap. IV. Magnetohydrodyn. Wellen

in Bewegung kommt, dann dndern sich die Beitrdge von innerer und magneti-
scher Energie, aulerdem kommt noch die kinetische Energie

_ 1 24y ~ L 2
(26.5) —2£pv dV~2£pov av

zur Gesamtenergie hinzu. Dabei haben wir rechts Grofien fortgelassen, die in
der Stérung von dritter Ordnung sind. Wir haben in Gl. (26.5) die Integration
iiber das ganze Volumen V ausgefiihrt; natiirlich trigt das Vakuum hier
nichts bei. Wie immer sich aber auch die einzelnen Beitrige dndern mdogen, die
Gesamtenergie selbst bleibt konstant, da das Vakuum von einem unendlich
guten Leiter umgeben ist, so dal dem System keine Energie verloren gehen
kann. Zu einem beliebigen Zeitpunkt ist die Gesamtenergie U gegeben durch

_ 1 op 1 2)
(26.6) U—£(7_1 +8ﬂB +2 0o 02 )dV.

Wir definieren nun als die potentielle Energie der Konfiguration die Grole

_ 1 A 52
(26.7) W= g(y_l Po + 81TB )dV

Es ist dann Wy = Uj,; in der Ruhelage ist die potentielle Energie gleich der
Gesamtenergie. Wir setzen

(26.8) = W+ 5W.

Dabei ist 6W die durch die Storung verursachte Anderung der potentiellen
Energie. Im Folgenden wollen wir diese Anderung niher bestimmen.

Aus der Konstanz der Gesamtenergie U folgt

v _

269 g

—dt—(wo+5w+1<) - ;—t(5w+1<)=0

Es ist nun wegen Gl. (26.5) und (26.1)

4

@610) K LA 1, gy jpv av = j viEay =
dr ar ° Povqs

N|'—‘

= [vL)ar.
| 4



§ 26. Energieprincip 179
Da L selbstadjungiert ist, folgt wegen Gl. (26.9)

- d%(6‘4’)= % = vL(x)dV=%( [ oL@ av+ [xL(v)am)
(26.11) v v v

1 d
=5 3 [ xLe)av,
14

und Integration iiber die Zeit liefert

(26.12) W = — % é x L(x) dV.

Die Integrationskonstante verschwindet hier, dabei 6W =0 auch x = 0 ist.
Jetzt kann man zeigen, dafl Stabilitit gleichwertig damit ist, da® W ein Mini-
mum hat. Wir denken uns eine beliebige Storung x nach den Eigenfunktionen
X, von L entwickelt, die ein orthonormiertes Funktionensystem bilden:

(26.13) x = Z ay Xp.
n=

Dabei gilt fiir jede Eigenfunktion die Gl. (26.2); die a,, sind reelle Entwick-
lungskoeffizienten.

Setzen wir x in Gl. (26.12) ein, so wird daraus wegen der Orthogonalitit

I
|
M

—26W j an Xn Po w,,z,am Xy AV

g
3
~

M

(26.14) = — a, a,, w,f, jpo Xp Xy dV

|4

3
3
~

2 —
ap Gy Wy Oy = — ap Wy .

I

|
Vs
1M

§
S

Wir erhalten also die Beziehung

(26.15) W = % > an W,
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Daraus ersehen wir, daf bei einer stabilen, magnetohydrostatischen Gleichge-
wichtskonfiguration, also wenn alle w,? positiv sind, die Bedingung

(26.16) oW >0

gilt. Die potentielle Energie W hat also bei stabilen Konfigurationen ein Mini-
mum. Das ist das Energieprinzip.

Die Bedingung (26.16) ist auch hinreichend fiir Stabilitit. Wenn sie erfiillt
ist, dann gilt w,f >0 fiir alle Eigenwerte. Gibe es nimlich einen Eigenwert
wWp* mit w,,*2 < 0, dann kdnnte man immer eine Storung so wihlen, dafl
alle a,, verschwinden mit Ausnahme von a,*, und dann wire

SW = gy’ wys” <0.



Kapitel V
MAGNETFELDER IN ROTIERENDEN STERNEN

Wir haben schon in § 11 erwihnt, dal in den magnetisch verinderlichen
Sternen moglicherweise eingefrorene Felder, die an der Rotation der Sterne
teilnehmen, fiir die beobachteten Erscheinungen verantwortlich sind. So liegt
der Gedanke nahe, Modelle fiir solche Felder zu konstruieren. Dabei st6f3t man
auf eine Reihe neuer Probleme.

Schon ohne Rotation gibt ein in einem Stern eingefrorenes Magnetfeld
Komplikationen, denn seine Kraftwirkung beeinflufit den Sternaufbau. Die
magnetische Kraftwirkung ist nicht sphérisch-symmetrisch. Auf nichtsphi-
risch-symmetrische Storkrifte reagieren Sterne besonders eigenartig. Das
kennt man aus der Theorie rotierender Sterne oder von Sternen, die unter
dem Einfluf von Gezeitenkriften stehen. Wirken auf einen Stern nichtsphi-
risch-symmetrische Krifte, dann entstehen im Stern Zirkulationsbewegungen
(wegen eines allgemeinen Beweises siehe etwa Kippenhahn 1963). Solche
thermisch getriebenen Zirkulationen muff man auch erwarten, wenn in einem
Stern ein Magnetfeld mit der Sternmaterie im magnetohydrostatischen Gleich-
gewicht steht. Die Zirkulationsbewegungen, die meist eine recht komplizierte
topologische Struktur haben, verbiegen selbst wieder die Feldlinien, und das
ganze Problem wird noch schwieriger. Gliicklicherweise sind die so hervorgeru-
fenen Zirkulationsbewegungen bei nicht zu starken Feldstidrken sehr langsam,
so dafl man sie in erster Ndherung vergessen kann.

Ein weiteres Problem tritt auf, wenn die Feldlinien des im rotierenden Stern
eingefrorenen Magnetfeldes durch die Oberfliche des Sterns in den Aufien-
raum dringen. Sie miissen dann auch dort an der Rotation teilnehmen. Da der
Auflenraum nicht leer ist, sondern von zirkumstellarer oder interstellarer Ma-
terie erfullt ist, wird die Materie in der Umgebung von den Feldlinien gezwun-
gen, an der Rotation des Sterns teilzunehmen. Dabei wird Drehimpuls auf das
umgebende Plasma iibertragen, dieser Drehimpuls wird dem Stern vom Magnet-
feld entzogen. Wir werden spiter sehen, dafl Magnetfelder auf diese Weise die
Rotation eines Sterns sehr effektiv bremsen konnen.

Wir werden in diesem Kapitel einige der Probleme herausgreifen, die auftre-
ten, wenn Magnetfelder in einem rotierenden Plasmakorper eingefroren sind.
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§ 27. Isorotation

Wenn ein Magnetfeld in einem starr rotierenden Stern eingefroren ist, dann
nimmt es an der Rotationsbewegung teil. Bei starrer Rotation ist alles noch
verhidltnisméRig einfach: Die ganze Feldkonfiguration rotiert starr mit.

B B
‘ k]
//""\\
N
( )
\\\///
a b

Abb. 27.1 (a) Ein homogenes Feld in einem Stern, dessen innerer Kern rasch, des-
sen Aufienhiille langsam rotiert (schematisch).

(b) Wenn das Feld nicht zu stark ist, werden die Feldlinien aufgewickelt,
die die Grenzfliche zwischen Kern und Hiille durchdringen.

Wenn ein Stern differentiell, also nicht starr rotiert, dann werden Feldlinien,
die nicht rein toroidal ausgerichtet sind, durch die Rotationsbewegung aufge-
wickelt. Dabei geht Rotationsenergie in magnetische Feldenergie iiber, so lange,
bis die immer stirker werdende magnetische Kraft die Rotationsbewegung be-
einfluft. Man denke sich zur Veranschaulichung den Fall eines Sterns, dessen
Aufienschichten sehr langsam oder gar nicht rotieren, wihrend sein Innenge-
biet in der Néhe des Zentrums sehr rasch rotieren moge. Zu Beginn sei ein
schwaches, homogenes Feld vorhanden (vgl. Abb. 27.1a), das parallel zur Ro-
tationsachse laufen moge. Da das Feld schwach ist, wird es im Gebiet des ro-
tierenden Kerns aufgewickelt, wihrend es auflen nahezu unverindert bleibt.
Dabei steigt die Feldstirke im Ubergangsgebiet an, ein immer stirker werden-
des magnetisches Drehmoment versucht, den Kern abzubremsen und gleich-
zeitig Teilen der nichtrotierenden Hiille eine stirkere Drehbewegung aufzu-
zwingen (Abb. 27.1b). Das Magnetfeld versucht also, die Unterschiede in der
Winkelgeschwindigkeit zu verringern, es wehrt sich gegen die differentielle Ro-
tation. (Einige einfache Abschidtzungen iiber die Zeitskalen, die mit diesem
Vorgang verkniipft sind, findet man bei Fricke, Kippenhahn 1972.)

Also sollte man glauben, da der stationdre Zustand im rotierenden Stern
erst erreicht ist, wenn die Rotation starr ist und wenn alle Feldlinien meridio-
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nal sind (den trivialen Fall, daf} alle Feldlinien rein toroidal sind, schlieBen wir
hier aus). Die starre Rotation ist aber nur eine spezielle Losung. Ferraro
(1937) hat eine allgemeinere Klasse von Rotationsgesetzen gefunden, bei de-
nen Rotation und Magnetfeld in einem stationdren Zustand miteinander ver-
triglich sind. Diese Rotationsgesetze wollen wir jetzt betrachten:

Gegeben sei ein rotierender Plasmakorper mit einem eingefrorenen Magnet-
feld, die Leitfihigkeit sei unendlich. Dann folgt aus Gl. (10.13)

(27.1) gtﬁ = VX(vXB).

In Zylinderkoordinaten s, , z hat man

(27.2) B = (Bs,B,,B,),

(27.3) v = (0,50, 0),

dabei ist 2 = Q (s,2) die (ortsabhingige) Winkelgeschwindigkeit. Eine statio-

nire Losung muB die Gleichung V X (v X B) = 0 befriedigen. Nun gilt in
Zylinderkoordinaten

(27.9) vXB=(sQB,, 0, —s QBy)
und

(27.5) VX(vXB) = (0, 57— (sQB;) + as (s 2 By), 0).

Dabei haben wir Axialsymmetrie (8/0¢ = 0) angenommen. Als Bedingung da-
fiir, daf auch die p-Komponente in Gl. (27.5) verschwindet, findet man

28, 20 3By | p 30 _ 00

(27.6) s Y + sB, 3z + Q Bg + sQ 3 + sBg as—s(Bz z+Bs as) 0.
Dabei haben wir benutzt, dal wegen V B = 0

(217) sQ V- B= Qa (sBg)+ s Qaf‘—aaﬁsszaif‘ QaaB’=o

gilt. GL. (27.6) lat sich in der Form



184 Kap. V. Magnetfelder in rotierenden Sternen
(27.8) B-VvQ=0

schreiben. Die Vektoren B und V § stehen also senkrecht aufeinander. Das
bedeutet, daf sich Q ldngs einer Feldlinie nicht dndern kann; jede Feldlinie
rotiert starr — aber nicht alle Feldlinien miissen — wie bei der starren Rota-
tion — mit derselben Winkelgeschwindigkeit rotieren.

Eine weitere notwendige Bedingung fiir den stationiren Zustand ist, dal
B, = 0 ist. Die Feldlinien miissen also in der Meridianebene liegen. Wire das
nicht der Fall, dann hitte man eine Kraftwirkung in ¢p-Richtung, die durch
keine andere Kraft kompensiert wiirde — man hitte also keinen stationdren
Zustand. Zu jeder Feldlinie in der Meridianebene gehort die Gesamtheit aller
Feldlinien, die durch Rotation in y-Richtung aus ihr hervorgehen. Alle diese
Feldlinien bilden eine axialsymmetrische magnetische Fliche. Die Bedingung,
die wir oben herleiteten, besagt, dafl jede derartige magnetische Fliche starr
rotiert, daf aber beim Ubergang von einer Fliche zur anderen die Winkelge-
schwindigkeit variieren kann. Diese Verallgemeinerung der starren Rotation
nennt man Isorotation.

§ 28. Drehimpulsverlust durch stellaren Wind

Es spricht viel dafiir, da} ein Stern im Laufe seines Lebens Drehimpuls ver-
liert. Zum einen bekommt er bei seiner Entstehung so viel Drehimpuls mit,
da es iiberhaupt schwer vorstellbar ist, wie sich daraus ein angenihert kugel-
formiges Gebilde formen kann, zum anderen zeigen wasserstoffbrennende
Sterne eine Abnahme der Rotationsgeschwindigkeit mit dem Alter (Kraft
1967, Skumanich 1972). Die heute allgemein akzeptierte Erklirung dafiir
wurde von Schatzman (1954) gegeben. Danach geschieht die Bremsung der
rotierenden Sterne durch die Wechselwirkung eines Magnetfeldes mit vom
Stern abstromender Materie. Wir diskutieren einige der dabei auftretenden
Probleme hier und im nichsten Paragraphen.

a) Das Drehimpulsproblem bei der Bildung der Sterne

Ein Stern bilde sich durch Kontraktion aus einer interstellaren Gaswolke,
ihre Winkelgeschwindigkeit sei £29. po sei die mittlere Dichte im interstellaren
Medium und R, der Anfangsradius der Wolke. Die Gesamtmasse der als ho-
mogen und sphirisch symmetrisch angenommenen Wolke sei M. Weiterhin
nehmen wir an, dal wihrend der ganzen Kontraktionsphase die Konfiguration
sphirisch-symmetrisch und homogen bleibe; ihr Radius sei R. Diese Annah-
me ist sicher nicht richtig, denn das Gebilde wird sich mehr und mehr abplat-
ten — es geht uns aber hier nur um eine grobe Abschitzung.
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Wenn jetzt wihrend der Kontraktion der Drehimpuls J erhalten bleibt,
gilt

(28.1) Jwolke = %MROZ Qo=KMR* Q.

Dabei ist die Konstante K durch die Dichtekonzentration zum Zentrum hin
bestimmt. Fiir homogene, sphirisch-symmetrische Gebilde wie die anfingliche
Wolke gilt K = 2/5. (Fiir die meisten Sterne ist K ~ 1/13 eine gute Nihe-
rung.) Da wir annehmen, da} das Gebilde homogen bleibt, behilt K wihrend
der Kontraktion seinen Wert. Dann folgt aus Gl. (28.1)

R _ (29)1/2
(28.2) R, - \a ,
also
2
_ Ry 1
(28.3) Q= Q R R

Wihrend der Kontraktion muf} also die Winkelgeschwindigkeit des sich bilden-
den Sternes stark zunehmen. Sie kann aber nicht beliebig grol werden, denn
bei einem kritischen Q = ., 16st sich durch die Zentrifugalkraft Materie
vom A quator des Sternes ab. In diesem kritischen Gleichgewichtszustand ist
die Fliehkraft am Aquator gleich der Schwerkraft, also

(28.4) R Qmax = iM ,

dabei ist G die Gravitationskonstante. Daraus ergibt sich

1
(28.5) Qmax ~ ek

In Abb. 28.1 sind 2 und £,,x in Abhingigkeit vom Radius wiahrend der
Kontraktion aufgetragen.

Wihrend seiner Kontraktion bewegt sich der Stern auf der 2-Kurve nach links;
wenn sein Bildpunkt iiber die 2,,,,4-Kurve geht, kann der Stern nicht mehr im
Gleichgewicht bleiben, es 16st sich Materie ab.

Aus Gl. (28.4) folgt

(28.6) anax = % = const. p,
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Abb. 28.1 Die Winkelgeschwindigkeit  eines Sterns, dessen Radius sich dndert. Die
durchgezogene Kurve gibt die Winkelgeschwindigkeit wihrend der Radius-
inderung bei festgehaltenem Drehimpuls. Die gestrichelte Kurve gibt die
maximale Winkelgeschwindigkeit am Aquator in Abhingigkeit vom Radius.

wobei p die mittlere Dichte des rotierenden Gebildes ist. Die maximale Win-
kelgeschwindigkeit ist also nur von der mittleren Dichte, nicht von der Grofie
des Gebildes abhingig. Kombiniert man Gl. (28.2), (28.4) und (28.6), so folgt
mit M =4TR, p,/3 die Beziehung

2 2
2 _ 3% R
(28.7) (Qm) = T R

Setzen wir fir Qo die Winkelgeschwindigkeit der Galaxis €0 = 107 sec™
und po = 1023gem™ ein, so folgt, daB sich der Radius nur um den Faktor
0.36 verkleinern kann, bis Fliehkraft gleich Schwerkraft wird.

Wie schon mehrmals betont, haben wir nur eine sehr grobe Abschidtzung
gemacht. In Wahrheit 16st sich nicht einfach Materie am Aquator ab; statt des-
sen entsteht eine stark abgeplattete Scheibe, die dann wahrscheinlich instabil
wird und in Teilmassen zerfillt. Aber wie auch immer die wirklichen Vorginge
sind, unsere Abschidtzung zeigt, da} bei den entstehenden Sternen die Flieh-
kraft eine mit der Schwerkraft vergleichbare Rolle spielen miifite.

Selbst wenn sich Sterne nur aus Materie bilden, die infolge der turbulenten
Bewegung des interstellaren Gases zufillig gerade einen geringen Drehimpuls
besitzt — schon nach kurzer Zeit muf} der zukiinftige Stern so rasch rotieren,
daB an seinem Aquator die Fliehkraft der Schwerkraft die Waage hilt. So miifi-
ten wir erwarten, daf} alle Sterne so rasch rotieren, wie es nur moglich ist. Das
ist aber nicht der Fall. Die Sonne rotiert zum Beispiel so langsam, daB man
sich heute noch dariiber streitet, ob sie eine Spur von Abplattung zeigt oder
nicht. Offenbar hat sie also wihrend ihrer Geschichte fast allen ihren Drehim-
puls verloren: die heutige Rotationsperiode der Sonne betrigt
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T = 2m/Q ~ 279 = 2.33 X 10%sec, dagegen ist ihre kritische Rotations-
periode, bei der die Aquatorzone sich gerade noch im Gleichgewicht befinde
Tinax =2T/Qmax =~ 10* sec. Wie konnen die Sterne wihrend ihrer Kontraktion
Drehimpuls verlieren?

b) Massenverlust eines Sterns mit Magnetfeld

Nehmen wir der Einfachheit halber an, ein Stern rotiere wie ein starrer Kor-
per mit der Winkelgeschwindigkeit €. Er habe ein dipolartiges Magnetfeld,
das symmetrisch zu seiner Rotationsachse und zu seiner A quatorebene liegen
moge. Von der Oberfliche dieses Sterns moge Materie in den Raum strémen.
Es soll uns hier nicht interessieren, durch welchen Mechanismus die Materie
gegen die Schwerkraft nach aufien geschoben wird, wir nehmen den Massen-
verlust dM/dz des Sterns hier einfach als gegeben an. Die Sonne beispielswei-
se verliert durch den Sonnenwind etwa 1.4 X 10'% g pro Jahr. Es gibt Sterne
mit wesentlich groerem Massenverlust: Die verdnderlichen Sterne vom Typ T
Tauri verlieren pro Jahr einige 10?7 g.

Wie sieht es nun mit der Wechselwirkung des Magnetfeldes mit dem ausstro-
menden Sternwind aus? Ohne Magnetfeld wiirde die ausstromende Materie,
die an der Oberfliche die gleiche Winkelgeschwindigkeit € hat wie der Stern
selbst, nach aufien hin ihren Drehimpuls beibehalten, und ihre Winkelge-
schwindigkeit wiirde sich wie 1/r* verringern. Wenn aber ein Magnetfeld vor-
handen ist (das im Stern eingefroren ist und mit ihm mitrotiert), dann wird es
die ausstromende Materie zwingen, die Winkelgeschwindigkeit £ beizubehal-
ten. Das Magnetfeld wird also Drehimpuls an die ausstromende Materie liefern.
Diesen Drehimpuls erhilt das Magnetfeld von dem Stern, in dem es verankert
ist. Waren anfangs die Feldlinien rein meridional, so verbiegt die ausstromende
Materie die Feldlinien im der Rotation entgegengesetzten Sinne. Die Feldlinien
treten dann nicht mehr radial aus, sie haben einen Knick an der Oberfliche
(Abb. 28.2). Dann aber folgt eine tangentiale Kraft auf die Unstetigkeitsfliche
(vgl. § 17), da die Feldlinien das Bestreben haben, sich gerade zu richten. Sie
iiben daher ein Drehmoment auf den Stern aus, der damit in seiner Rotation
verlangsamt wird.

Das Magnetfeld kann die ausstromende Materie nicht bis zu beliebig grofien
Radien zwingen, mit der Winkelgeschwindigkeit des Sterns zu rotieren. In hin-
reichend hohem Abstand reichen die Feldstirken nicht mehr aus — nicht mehr
das Magnetfeld bestimmt dann, wie sich die Materie zu bewegen hat, sondern die
Materie bestimmt, wie sich das Feld zu verbiegen hat. Die Ubertragung von
Drehimpuls des Sterns auf die wegfliegende Materie durch das Magnetfeld ist
von dort ab zu Ende.
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Abb. 28.2 Materie, die den Stern verlifit (Sternwind) und an den Feldlinien fest-

hingt, verbiegt die aus dem Stern austretenden Feldlinien. Dadurch be-
kommen diese an der Oberfliche einen Knick, und es entsteht eine Zug-
wirkung, welche den Stern bremst.

Wir werden hier zunéchst zeigen, dafl man damit einen sehr effektiven Me-
chanismus hat, um einen Stern von hoher Rotationsgeschwindigkeit auf lang-
same Rotation abzubremsen. Dann werden wir im nachsten Paragraphen zei-

gen, wie sich Magnet- und Geschwindigkeitsfeld im zirkumstellaren Raum ein-
stellen.

Den oben beschriebenen Mechanismus konnen wir grob folgendermafien
darstellen: Der Stern der Masse M verliere in seiner Aquatorebene pro Sekun-
de die Masse dM/ds. Durch das Magnetfeld werde die abstrdmende Materie bis
zur Entfernung L gezwungen, an der Rotation mit der Winkelgeschwindig-
keit € des Sterns teilzunehmen, dann werde die Materie vom Stern entkoppelt.
Es sei K MR?Q der Drehimpuls des Sterns. Wenn ein Gramm Materie mit der
Winkelgeschwindigkeit €2 in der Entfernung L entlassen wird, dann nimmt
es den Drehimpuls D =.L? © mit. Damit folgt:

M

d 2 _ g2
(28.8) S KMR Q) =170 7.

Division durch M R*> ergibt dann (Punkte symbolisieren die Ableitungen
nach ¢)

Q (L M _L*M
(28.9) KQ_<R2 K>M~R2M'

Dabei haben wir L2/R?* > K angenommen, was plausibel ist, wenn die Mate-
rie in hinreichend weitem Abstand entkoppelt wird. Aus Gl. (28.9) folgt

(28.10) Q ~ ML/KR®
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Wie effektiv die Abbremsung des Sterns vonstatten geht, sicht man schon aus
Gl. (28.9). In einem bestimmten Zeitraum moge der Stern die Masse AM ver-
lieren, dann ist die Verringerung A Q der Winkelgeschwindigkeit durch die
Beziehung

AQ L* AM

(2811 o TREKM

gegeben, Wenn also etwa L/R ~ 100 ist, dann hat man

AQ o AM
(28.12) a 10 w
Wihrend der Stern den Bruchteil 107° seiner Masse abblist, verringert sich sei-
ne Winkelgeschwindigkeit schon um die Groenordnung ihres eigenen Betrages!

Fiir die Sonne ist £ = 2.7 X 107%sec™!. Wenn wir annehmen, daf sie wie
ein starrer Korper rotiert (was schon an ihrer Oberfliche nur annihernd
stimmt), dann liegt ihr Drehimpuls J bei 2 X 10*® g cm? sec™ (dabei ist ihr
Trigheitsmoment aus ihrer wahren Dichteverteilung bestimmt worden). Der
Sonnenwind fiihrt pro Sekunde etwa 1.4X10'2 Gramm Materie von der Sonne
ab. (Das ist weniger als die Sonne durch ihre elektromagnetische Strahlung an
Aquivalentmasse verliert!) In der gesamten Lebenszeit der Sonne hat sie
— stets gleichbleibenden Massenverlust vorausgesetzt — nur etwa 10™* Sonnen-
massen verloren. Wie steht es nun mit dem Drehimpulsverlust? Nehmen wir
an, das abstromende Plasma werde bis zu einer Entfernung von 50 Sonnenra-
dien vom Magnetfeld der Sonne zur Mitrotation gezwungen. Dann folgt

(28.13) J=L*QM = 458X 10" gem? sec”?,

und man kann durch 7=J/J eine charakteristische Abklingzeit der Sonnen-
rotation definieren. Wir erhalten

7 =~ 1.4 X 10° Jahre.
Wihrend also die Sonne praktisch nichts an Masse verliert, so reicht mit unse-

ren Annahmen der geringfiigige Massenverlust doch aus, um die Sonne inner-
halb ihrer Lebenszeit merklich abzubremsen.
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§ 29. Magnetohydrodynamik des Sternwindes

Im letzten Paragraphen lernten wir die Wechselwirkung zwischen Stern-
wind und Magnetfeld als einen recht effektiven Mechanismus kennen, um
Drehimpuls von einem rotierenden Stern abzufiihren. Dabei hatten wir diese
Wechselwirkung nur recht pauschal betrachtet. Vor allem die Entkopplung der
wegfliegenden Materie vom Feld ist vorldufig noch ein etwas ritselhafter Vor-
gang. Dementsprechend wissen wir auch gar nicht, wo die Entkopplung wirk-
lich stattfindet. Deshalb ist die fiir die Berechnung des Drehimpulsverlustes
wichtige Grofle L noch unbestimmt.

VerhiltnismiBig leicht ist der stationdre Fall zu behandeln, der Fall also,
bei dem sich ein stationdres Gleichgewicht zwischen der ins Unendliche abstro-
menden Materie und den ins Unendliche reichenden Feldlinien eingestellt hat.
Wir folgen dabei einer Arbeit von Weber und Davis (1967).

Wir nehmen die Leitfahigkeit als unendlich an und denken uns ein Magnet-
feld, das durch die hinausstromende Materie so verzerrt worden ist, dafl es in
der Nihe der Aquatorebene praktisch in dieser Ebene liegt. Wenn r, ¢, 9 ein
Polarkoordinatensystem darstellen, in dem die A quatorebene des Sterns durch
9 = T2 gegeben ist, dann soll By = O sein. Die Materie soll so stromen, dafl
vg = 0 ist. Weiterhin sei unser Problem axialsymmetrisch, d.h., alle Variablen
seien unabhingig von . Da wir uns hauptsichlich fir die Verhdltnisse in der
Aquatorebene interessieren, seien die Groflen auch von 9 unabhingig, es sei
also 9/09 = 0. Jetzt treten nur noch Ableitungen nach r auf. Aus der Be-
dingung der Stationdritit folgt VX E = 0, daraus wird wegen cE=— v XB
unter den oben genannten Bedingungen

1

(29.1)  cVYXE=—VX(vXB) =+ [r(v,B,~V,B)]=0.

Durch Integration dieser Gleichung ergibt sich,

(29.2) r(v,B,—v, B,) = const.

Wir nehmen weiterhin an, daf an der Oberfliche v, B, < v, B, ist. Das be-
deutet, dal die Ausflugeschwindigkeit an der Oberfliche klein sein soll und
die Feldlinien nicht tangential austreten sollen. Dann haben wir an der Ober-
fliche

(29.3) rv,B,—rv,B, = —QR* By,
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Dabei ist © wieder die Winkelgeschwindigkeit des Sterns, R sein Radius und
B, der Wert von B, an der Oberfldche.

Von der Bewegungsgleichung
(29.4) VP+p(v-V)v=cleB=i%r—(VXB)XB

interessiert uns nur die p-Komponente. Unter Verwendung der Identitét

(29.5) (v V) =3V -vX(VXw)
erhalten wir dann wegen 8/ = 0 und 0/0% =0 fiir die y-Komponente:

d _ 1
(29.6) pUr 3 (rvy) = o By dr 37 7 By)-

Ferner liefern uns die Kontinuititsgleichung V - (0 ) = 0 und die Gleichung
V - B =0 jetzt

(29.7) puv,rt =1

const.,

(29.8) r* B, = const.
Schreiben wir jetzt die Gl. (29.6) in der Form

Br

d
_________ —_— B R
d ar V) 4mp v, r* dr r5,)

(29.9)

so folgt wegen Gl. (29.7) und (29.8), da} der Faktor B, r¥l4amp v, r* kon-
stant ist. Setzen wir ihn gleich C, so ergibt Integration von GL. (29.9)

(29.10) rv, = CrB,+D.

Die Integrationskonstante D laft sich anschaulich deuten. Dazu multiplizie-
ren wir Gl. (29.10) mit p v,, ersetzen C und schreiben

(29.11) pv,rv, — —B,B, = pv,D.

4T
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Gehen wir mit dieser Gleichung zur Sternoberflidche, so erhilt man

]
(29.12) P Ury Vgy R— 7 By By R=po Uy, D.

Der erste Term links ist dann der Drehimpulsverlust, den der Stern pro Sekun-
de erleidet, wenn Materie durch einen Quadratzentimeter seiner Oberfliche
stromt. Dieser Drehimpulsverlust kommt allein daher, dal die Materie den
Drehimpuls mitnimmt, den sie infolge der Rotation des Sterns besitzt.

Der zweite Term links 148t sich deuten, wenn man beriicksichtigt, dafl

1 1

(29.13) a7 Bry 1Bl = 4-B, B

T 770 Yo

die Kraft pro Flacheneinheit ist (vgl. Gl. (17.7)), die das Magnetfeld auf die
Sternoberfliche ausiibt. Dabei ist [By, | =B, der Sprung der Tangential-
komponente, die innen null ist, auen dagegen einen endlichen Wert hat. Dann
ist B,0 B% R/4m das Drehmoment, welches vom Feld am Quadratzentime-
ter Sternoberfliche ausgeiibt wird. Das Drehmoment ist aber der Drehimpuls-
verlust pro Sekunde, also stellt die linke Seite der Gl. (29.12) den gesamten
Drehimpulsverlust pro Zeiteinheit dar, den der Stern pro Fldcheneinheit erlei-
det. Damit folgt, da D der Drehimpulsverlust pro Gramm Sternmaterie ist.
D ist also die schon in § 28 benutzte Grofie, fur die wir dort

D = L*Q=L?uy, /R gesetzt hatten.

Wir wollen jetzt L bestimmen. Dazu definieren wir eine dimensionslose
Zahl M, gemifl

2 2
2 Ur 1))
29.14 My = = L.
(29.14) A" Bllamp N

Sie ist in Analogie zur Mach-Zahl gebildet, nur daf jetzt die Alfvén-Geschwin-
digkeit an die Stelle der Schallgeschwindigkeit tritt. Dann folgt wegen Gl.
(29.7) und (29.8)

ITv,r? 2
(29.15) My ’ anl

1
@ BT T P B) e

~

1
.

M a nimmt also nach aufen zu wie p~"2. Nun wollen wir v, berechnen.

Dazu nehmen wir Gl. (29.3) und beriicksichtigen Gl. (29.8), dann erhalten wir
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(29.16) rv,B, = r(v,—rQ)B,
oder mit Gl. (29.7)

(29.17) IB, = (v,—rQ)pr B,

Eliminieren wir nun B, aus den Gleichungen (29.11) und (29.16), dann folgt

_ B, D_ 1 _ .D
(29.18) v, = dmpn, e T T ﬁz(vw rQ)+ p
oder

DM;

20 !
(29.19) v¢=mT-r- Q.

Damit v, regulir ist, muf} fuir M, =1 auch der Zidhler verschwinden. Dazu
mufd

(29.20) D=riQ

sein. Dabei ist r5 der Radius, bei dem die radiale Komponente der Ausflufi-
geschwindigkeit gleich ist der lokalen Alfvéngeschwindigkeit, also wo M =1
ist. Damit ist L bestimmt:

(29.21) L = ra.

Natiirlich haben wir damit L noch nicht eindeutig festgelegt; dazu mii3ten
wir wissen, in welcher Entfernung v, = B,/(4Tp)"? wird. Wir miiSten die ra-
diale Komponente der Bewegungsgleichung benutzen und v, in Abhingigkeit
des Abstandes berechnen. Es geniigt aber in vielen Fillen, fir v, einfach den
Wert zu nehmen, den man aus einer Theorie des Sternwindes ohne Magnetfeld
erhilt. Der Leser sei auf die Originalarbeit von Weber und Davis (1967) hinge-
wiesen fir die weiteren Details. Hier sei nur noch auf die Topologie der Konfi-
guration hingewiesen. Die Feldlinien gehen ins Unendliche, sie sind aber nach
aufien zu immer mehr verwunden (B,/B,, fillt nach aufien hin ab), der ab-
stromenden Materie wird es also immer leichter, eine von der Winkelgeschwin-
digkeit des Sterns abweichende Geschwindigkeit zu haben und doch lings der
starr rotierenden Feldlinien zu fliefen.
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Bei der Sonne erreicht der abstromende Sonnenwind in der Nihe der Erd-
bahn den Wert M = 9.6. Schitzt man mit plausiblen Annahmen hieraus den
Wert fir L =rs ab, so kommt man auf eine Entfernung, die zwischen 15 und
50 Sonnenradien liegt. Den Wert L = 50 R, hatten wir am Schluf von § 28
benutzt, um den Drehimpulsverlust der Sonne abzuschitzen.

§ 30. Pulsar-Elektrodynamik

Die Entdeckung der Pulsare gehorte zu den spektakuldrsten astronomischen
Ereignissen der letzten Jahre. Es handelt sich um Objekte, die einen scharfen
Radio-Puls in extrem genau eingehaltenen Zeitabstinden aussenden. Die Perio-
den liegen zwischen 0.033 und 3.7 sec.

Pulsare sind wahrscheinlich die Uberreste von Supernovae; das sind giganti-
sche Sternexplosionen, die den betreffenden Stern praktisch auseinanderreifien.
Aus der nicht fortfliegenden Materie im Zentrum der Explosion entsteht dann
wahrscheinlich der Pulsar. Im Jahre 1054 wurde so eine Explosion im Stern-
bild Taurus registriert; die auseinanderfliegenden Gasmassen sind noch heute
als der Crab-Nebel beobachtbar. Wahrscheinlich wird der wesentliche Teil der
Energie, die der Nebel abstrahlt, von dem in ihm befindlichen Pulsar nachgelie-
fert. Die vom Crabnebel und die vom Pulsar kommende Strahlung ist Syn-
chrotron-Strahlung, Sie rithrt also von relativistischen Elektronen her. Wer al-
so den Crabnebel und seinen Pulsar erkldren will, muf zeigen, wie dort Elek-
tronen auf relativistische Geschwindigkeiten gebracht werden kénnen.

Man glaubt heute, dafl Pulsare rotierende Neutronen-Sterne mit starken ein-
gefrorenen Magnetfeldern sind. Wenn die Symmetrieachse des Magnetfeldes
nicht mit der Rotationsachse zusammenfillt, dann erfahren geladene Teilchen
in der Umgebung ein elektromagnetisches Wechselfeld, in dem sie moglicher-
weise beschleunigt werden.

Wir werden uns im Folgenden mit einigen elektromagnetischen Eigenschaf-
ten eines rotierenden Neutronensterns beéchiftigen. Schon im einfachen Fall,
bei dem Rotationsachse und Symmetrieachse des Magnetfeldes zusammenfal-
len, treten dabei interessante Phinomene auf.

Wir folgen jetzt einigen Uberlegungen von Goldreich und Julian (1969) iiber
das elektromagnetische Feld eines rotierenden Neutronensternes. Sie zeigen,
daf} der Neutronenstern nicht im Vakuum rotieren kann, sondern von einer
mitrotierenden Plasmawolke umgeben sein muf. Die Teilchen dieser Pulsar-
Magnetosphire stammen aus dem Neutronenstern selbst.
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a) Das elektrische Feld eines rotierenden magnetischen Sterns

Ein Stern vom Radius R rotiere starr mit der Winkelgeschwindigkeit .
Er besitze ein eingefrorenes Magnetfeld B, das in guter Ndherung durch ein
Dipolfeld beschrieben werden kann und das symmetrisch zur Rotationsachse
liegen moge. In einem geeignet gewihlten Polarkoordinatensystem r, &, ¢
(wobei ¥ der Winkelabstand von der Rotationsachse ist) hat man dann

(30.1) B = B° > (cos

, 2 sind, 0)
(vgl. GL (5.6)). Dabei ist B, der Betrag der Feldstirke am Pol. Die Geschwin-
digkeit » im Innern des Sterns besitzt nur eine p-Komponente:

v, =r Qsind. Nehmen wir jetzt die Leitfihigkeit als unendlich an, so folgt
aus Gl. (30.1)

Bo R3

(30.2) E;=— Zl- (v XB)= sin?9, — sin® cos ¥, 0).

(2

Das ist das elektrische Feld Ej, das ein an der Rotation des Sterns nicht teil-
nehmender Beobachter im Innern des Sterns mifdt.

Wir nehmen nun zunichst an, der zirkumstellare Raum sei Vakuum. Dann
muf das elektrische Feld im Aulenraum ein Potentialfeld sein. Da das durch
Gl. (30.2) gegebene elektrische Feld an der Oberfliche des Sterns nicht-ver-
schwindende Tangentialkomponenten hat und da an der Unstetigkeitsfliche
die elektrische Tangentialkomponente stetig sein muf, darf das elektrische
AuBenfeld nicht verschwinden. Wir miissen also das durch Gl. (30.2) gegebene
elektrische Innenfeld nach aulen so durch ein elektrisches Potentialfeld fort-
setzen, da} die Tangentialkomponente stetig bleibt.

Es gibt aber im wesentlichen nur ein Potentialfeld, das die gleiche 3-Abhin-
gigkeit der 9-Komponente besitzt wie das Feld von Gl. (30.2). Dieses Poten-
tialfeld ist durch das Potential

3 cos?9—1
(30.3) ¢ = C — s
gegeben, wobei C eine noch freie Konstante ist. In der Tat ist ¢, eine Lo-
sung der Potentialgleichung, die in unseren Koordinaten und in unserer Sym-
metrie die Form

29 1
2 ¥
or) ¥ 7Tsino 39

1
(30.4) A¢=;§§r—(r (10§)=0
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besitzt; man kann sich durch Einsetzen davon iiberzeugen. Die 9-Komponente
des Potentialfeldes lautet dann
1 0¢a _ 6Csind cosd

(30.5) E,g = — 7 30 P s

und man sieht, daf sie die gewiinschte ¥-Abhingigkeit hat.

Es fehlt jetzt nur noch der Nachweis, daf} unsere Losung ¢, die einzige mit
der gewiinschten ¥-Abhingigkeit ist. Wir fiithren den Beweis hier nicht durch.
Der Leser sei auf die entsprechende Literatur der Potentialtheorie verwiesen.
Wenn wir die Tangentialkomponente von Gl. (30.2) und (30.5) an der Stern-
oberfliche r =R stetig aufeinanderpassen, so folgt

R’ Q BoR* Q 3cos’d—1
= — 20 9% = — =20 .
(30.6) C = 6c ° $a 6c 3 .
Die Feldstirke im Auflenraum ergibt sich aus E, = — V¢, zu
5 2 5
(30.7) E,, = B¢ ?cﬂ .3 °°:4‘H, Eap = -B°cRr 2 Gind cosd, E,, = O.

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes ist unstetig, wir erhalten dar-
aus eine Oberflichenladung o™:

1 o v_ _BoRQ
(30.8) 0" = g (Bar—Eyp) = amc

cos? 9.

b) Elektrische Krifte an der Oberfliche

Magnetisches und elektrisches Feld stehen im Aufienraum nicht senkrecht
aufeinander. Berechnen wir ndmlich E, * B, so verschwindet dieser Ausdruck
nicht — dabei ist es gleichgiiltig, ob wir fir £, und B die Komponenten in
dem System nehmen, in dem der Stern mit der Winkelgeschwindigkeit £ ro-
tiert (in diesem System ist E, durch Gl. (30.7) gegeben) oder in dem System,
das mit dem Stern mitrotiert. Denn E * B indert sich bei den Transformatio-
nen (1.4) bzw. (1.5) nicht. Wenn wir jetzt E, * B im nichtrotierenden System
bestimmen, so gibt uns dieser Ausdruck auch gleichzeitig ein Maf} fiir die elek-
trische Kraft, die ein geladenes, mitrotierendes Teilchen in Richtung des Ma-
gnetfeldes B erfihrt. Aus Gl. (30.1) und (30.7) folgt

BRQ R’

(30.9) E, B = A -7 cos® 9.
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Im Innern dagegen ist E; - B = 0, wie man sofort aus Gl. (30.2) erkennt. An
der Sternoberfliche springt also £ + B vom Innenwert null zu dem durch

Gl. (30.9) gegebenen Aufenwert. Solange aufien keine geladenen Teilchen
sind, ist es ohne Bedeutung, dafl wegen E, - B+ 0 das elektrische Feld eine
nichtverschwindende Komponente in Richtung des Magnetfeldes hat: es sind
ja keine Teilchen da, die langs der magnetischen Feldlinie beschleunigt werden
konnten.

Wie ist es aber an der Sternoberfliche? Dort haben wir einen Sprung von £,
und dementsprechend eine Oberflichenladung o™. In Wirklichkeit miissen wir
aber annehmen, dafl E, an der Oberfliche stetig ist und dafl man statt der un-
endlich diinnen Oberflichenladung eine Schicht endlicher Dicke hat. Dort wird
E - B stetig von Null auf seinen Auflenwert anwachsen. Es wird dort also La-
dungen geben, die tatsichlich eine elektrische Kraft in Richtung der magneti-
schen Feldlinien (in deren Richtung sie frei beweglich sind) spiiren. Wie grofd
ist diese Kraft? Kann man sie vernachlissigen, oder ist sie wichtiger als die
Schwerkraft?

Wir nehmen anstatt des vollen Ausdruckes von Gl. (30.9) fiir £+ B nur die
Hilfte des Zahlwertes, um anzudeuten, dafd wir uns fiir ein Gebiet in der Mitte
der Ubergangsschicht interessieren. Dann ist wegen r = R an der Oberfliche

Bl RQ
2¢

<

(30.10) E-B=— cos® 0.

Die Komponente der Beschleunigung in Richtung B, die ein Teilchen der Mas-
se m und der Ladung e erfahrt, ist dann

_eE-B
(30.11) b= ST
Wegen Gl. (30.1) gilt
3
(30.12) IB| = b;"rii (3cost9+1)"2.

Vergleichen wir diese elektrische Beschleunigung mit der Schwerebeschleuni-
gung g = GM/R*, wobci G die Gravitationskonstante ist und M dic Masse
des Sterns, so erhalt man

eBy R® Q

b _ _ eBRQ
(30.13) e = " meer SO

wobei
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(30.14) (¥ = cos®®-(Bcos?d+1)"12

ist.

Die dimensionslose Zahl b/g 14t sich noch etwas umformen. Dabei soll es
uns nur auf eine Abschiatzung ankommen, wir werden also Faktoren der Gro-
Renordnung Eins weglassen. Insbesondere beschrianken wir uns auf ein Gebiet
in Polnihe, so dal auch der Faktor f () bei der Abschdtzung weggelassen
werden kann. w,e = —eBo/mc ist die Gyrationsfrequenz eines Elektrons
am Pol, —2T mc/eB, ist entsprechend die Gyrationsperiode 75,. §2 ist die
Rotationsfrequenz des Sterns, 7. = 27/ die Rotationsperiode.

Wir fiihren jetzt noch eine andere Zeitskala ein, die in der Theorie des Stern-
aufbaus benutzt wird: es ist die Zeit, in der eine Schallwelle den Stern durch-
lauft. Das ist auch die Zeit, die ein Stern brauchen wiirde, um durch seine Ei-
gengravitation in sein Zentrum zusammenzufallen, wenn plotzlich der Gas-
druck aufhoren wiirde zu wirken. Deshalb nennt man diese Zeit die Frei-Fall-
Zeit, . Sie ist grofenordnungsmifig gegeben durch

R3
(30.15) T — G_fw_

(Cox, Giuli 1968). Damit 148t sich das Verhiltnis b/g in der Form

b T
(30.16) = & I, T

g Tge Trot
schreiben. Es treten also jetzt nur noch Verhiltnisse von Zeitskalen auf. Das
Verhiltnis 7¢¢/7;0¢ hat noch eine andere anschauliche Deutung: Es ist

T 2 3 02 2
(30.17) (ff) _ R Q" _ RQ .

Trot GM g

Das ist aber jetzt das Verhiltnis von Fliehkraft am Aquator zu Schwerkraft. Im
allgemeinen ist 7¢e/To¢ <1, denn wenn 7¢¢/7.o¢ in die Gréenordnung von
Eins kommt, kann die Sternmaterie am A quator nicht mehr von der Schwer-
kraft gehalten werden. Bei der Sonne beispielsweise ist (7¢¢/7r0¢)° von der
GréRenordnung 107°.

¢) Rotierende magnetische Neutronensterne

Neutronensterne haben keine nennenswerten Atmosphiren — sie gehen in
einer diinnen Ubergangsschicht in das Vakuum iiber. Sie haben also eine wohl-
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definierte Oberfliche. Neutronensterne enthalten infolge der Instabilitat der
Neutronen gegeniiber dem Zerfall in Elektronen und Protonen immer geni-
gend Ladungstréger, so daf ihre Leitfahigkeit sehr groft ist. Also kann man an-
nehmen, daf} die Magnetfelder eingefroren sind. Hat der Stern ein Dipolfeld
der Form von Gl. (30.1), dann werden sich Auenfeld und Oberflichenladung
gemiB Gl. (30.7) und (30.8) einstellen, und an der Oberfliche werden auf die
geladenen Teilchen elektrische Beschleunigungskrifte ausgeiibt.

Man nimmt an, dafl die Pulsperioden der Pulsare gleich der Rotationsperio-
de des Neutronensternes sind. Wir setzen also 7,¢ = 1 sec. Die typischen Ra-
dien von Neutronensternen liegen bei R ~ 10° cm, die Massen M bei etwa
einer Sonnenmasse (2 X 1033 g). Dann liefert GI. (30.15) 7¢s~ 107% sec.
Aus verschiedenen Argumenten folgt (vgl. auch § 11), dafl das Oberflichen-
Magnetfeld eines Neutronensternes vielleicht eine Stirke von ca. 10'T" hat.
Damit folgt eine Gyrationsperiode fiir Elektronen von 7, ~ 107'? sec. Dann
wird gemiB Gl. (30.16) fiir Elektronen b/g ~ 10''. Die Beschleunigungskraft
des elektrischen Feldes in der Oberflachenschicht ist also sehr viel grofier als
die Schwerkraft. Die Elektronen werden also vom elektrischen Aufienfeld aus
der Oberflichenschicht nach auflen gezogen. Goldreich und Julian (1969)
schlieffen daher, daf} ein rotierender Neutronenstern mit hinreichend starkem
Magnetfeld nicht einfach von Vakuum umgeben sein kann, sondern daf} La-
dungen von seiner Oberfliche in den zirkumstellaren Raum gelangen miissen.

Es ist schwer zu sagen, welcher Zustand sich dann einstellt. Wenn Elektro-
nen aus dem Stern entweichen, lidt er sich positiv auf, das erschwert das Ent-
weichen von weiteren Elektronen. Zum anderen nehmen die bereits entwiche-
nen Elektronen — von Feldlinien mitgefiihrt — an der Rotation des Sterns teil.
Das erzeugt einen Strom, der das Magnetfeld im Auflenraum deformiert. Die
mitrotierenden Ladungen im Auflenraum verbiegen das Magnetfeld, das seiner-
seits im rotierenden Stern eingefroren ist. Die Normalkomponente des Magnet-
feldes an der Sternoberfliche kann also durch den Strom im Auflengebiet
nicht gedndert werden. Wohl aber kann die Tangentialkomponente an der
Oberfliche einen Sprung machen. Unmittelbar unter der Oberfliche hat sie
noch den alten, eingefrorenen Wert, unmittelbar oberhalb der Oberfliche ist
sie bereits durch die Strome des Auflengebietes gedndert. Als Folge davon muf
dann in der Oberfliche ein Flichenstrom flieen.

Wenn die Feldlinien im Aufienraum geeignet deformiert werden, kénnen
auch positive Ionen den Stern verlassen und lings der Feldlinien nach aufien
fliegen. Zur Veranschaulichung denken wir uns die Feldlinien der Einfachheit
halber im Aufenraum so deformiert, da8 die Tangentialkomponente unmittel-
bar oberhalb der Sternoberfliche verschwindet. Dann treten die Feldlinien
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senkrecht aus der Sternoberfliche aus: B, =B, (9), By =0, B, = 0 mit
B, (8 = 0)=B,. Ferner sei B,>0 im Bereich 0<9 < 1/2. Dann folgt aus
Gl. (30.1) und (30.7) fiir eine Stelle unmittelbar iiber der Sternoberfliche

BARQ
(30.18) E,-B =- 5 (3 cos*d — 1) cos V.
c

In Gl. (30.9) hatte E, - B in einer Hemisphire einheitliches Vorzeichen, und
als Folge davon wurden nur negative Ladungen nach aufen gezogen, positive
wurden in den Stern hineingedriickt. Jetzt wechselt E, + B das Vorzeichen
bei 9 =0%, wobei 9% durch 3cos?9*=1 bestimmt ist. Elektronen ent-
weichen nach aufien im Bereich 0 < ¢ < 9*, wihrend im Bereich

9* <9 <2 positive Ionen nach auBen gezogen werden. So kann der Stern
Plasma in den Raum abgeben, ohne sich selbst aufzuladen.

Der Raum in der Ndhe des Neutronensternes ist also kein Vakuum; er ist
mit Plasma erfiillt, das wegen des eingefrorenen Magnetfeldes starr mit dem
Stern mitrotiert. Weiter draufien ist das nicht mehr moglich, da sonst die Um-
laufgeschwindigkeit der Teilchen grofer als die Lichtgeschwindigkeit wiirde.
Dort stellen sich andere, kompliziertere Ladungs- und Feldverteilungen ein, es
treten dort auch toroidale Feldkomponenten auf. Goldreich und Julian zeig-
ten, daf} die aus dem Stern ausgetretenen Ladungen in den dufieren, nicht starr
mitrotierenden Gebieten auf nahezu Lichtgeschwindigkeit beschleunigt wer-
den. Diese relativistischen Teilchen erzeugen dann vielleicht die energiereiche
Synchrotronstrahlung, die man beispielsweise im Crab-Nebel beobachtet.

Wir haben uns hier nicht mit dem Entstehungsmechanismus der Pulse selbst
befafit; auch dazu gibt es schon Theorien, die in vereinfachten Fillen (Magnet-
feldachse senkrecht zur Rotationsachse) gepulste Abstrahlung liefern (Ostri-
ker, Gunn 1969). Warum die Pulse aber so scharf sind, ist noch ungeklért. Der
gegenwirtige Stand der Pulsartheorie mit seinen vielen offenen Fragen ist
kiirzlich in einem Ubersichtsartikel von Rudermann (1972) dargestellt worden.



Kapitel V1

ZWEIKOMPONENTENTHEORIE

Im Rahmen der Magnetohydrodynamik (Kap. II—V) betrachteten wir das
Plasma als ein einheitliches, gut leitendes Medium. Es geniigte den Gesetzen
der Hydrodynamik und der Elektrodynamik. Es wurde beschrieben durch die
magnetohydrodynamischen Grundgleichungen. Wir konnten damit eine Reihe
von Eigenschaften studieren, durch die sich das Plasma von normaler, nichtlei-
tender Materie unterscheidet.

In Wirklichkeit besteht das Plasma jedoch aus einem Gemisch von Elektro-
nen, lonen und eventuell auch aus neutralen Teilchen. Jede dieser drei Kom-
ponenten kann im Prinzip verschiedene mittlere Geschwindigkeiten, Partial-
drucke und Temperaturen besitzen. Das alles wird in der in diesem Kapitel be-
handelten Zweikomponententheorie besser beriicksichtigt. Wir werden uns das
Plasma zusammengesetzt denken aus einem Elektronengas und einem Ionen-
gas, die sich beide gegenseitig durchdringen. Eine eventuelle Neutralgaskompo-
nente werden wir hier vernachldssigen.

Die Zweikomponententheorie ist eine Weiterfilhrung der Magnetohydrody-
namik. Man kann mit ihr eine Reihe neuer Phinomene erkldren. In Kapitel VIII
werden wir dann mit Hilfe einer statistischen Theorie unsere Beschreibung ei-
nes Plasmas noch weiter verfeinern.

§ 31. Die Gleichungen fiir die beiden Komponenten

Wir denken uns jetzt also das Plasma als aus einem Elektronengas und einem
Ionengas bestehend. Die Grofien des Ionengases kennzeichnen wir mit dem In-
dex i, die des Elektronengases mit e. Dann lauten die Bewegungsgleichungen
fir die einzelnen Komponenten

(3L.1) nimig7vi—=niqi(E+Cl viXB)— V P+ k;,
d ve 1
(31.2) nemedT-=neqe(E+; ve XB)— V P, + k..

Dabei sind n; und n die Anzahldichten der Teilchen, m; und m, sind de-
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ren Massen. Fiir die Ladungen gilt g. = —e und q; =Ze, wobei Z die La-
dungszahl der Ionen ist.

Die Vektoren k; und k. sind Kraftdichten, die auf die beiden Komponen-
ten wirken. Steht das Plasma unter dem Einfluf der Gravitationsbeschleuni-
gung g, dannsind k; und k. die Schwerkraftdichten k;=n;m; g,
ko = n, me g. Im Folgenden werden wir die Gravitation vorerst vernachlissi-
gen. Spiter, in § 35, werden wir sie genauer diskutieren.

Wir beriicksichtigen aber statt dessen in den Kraftdichten k; und k. die
Wechselwirkungen der beiden Komponenten miteinander. Wenn Elektronen-
gas und Ionengas verschiedene Geschwindigkeiten besitzen, dann wird zwischen
beiden Komponenten Impuls ausgetauscht, die Gase reiben sich aneinander.
Mikroskopisch kommt die Wechselwirkung daher, daf die Elektronen in den
Coulombfeldern der Ionen abgelenkt werden und auf diese Weise Impuls von
einer Teilchensorte auf die anderen iibertragen wird. Wir wollen hier den Im-
pulsaustausch zwischen den beiden Komponenten mit einem einfachen Ansatz
beriicksichtigen, indem wir annehmen, daf} die Kraft, die das Elektronengas
auf das Ionengas ausiibt (und die dem Betrage nach gleiche Kraft, die das Ionen-
gas auf das Elektronengas ausiibt), proportional zur Relativgeschwindigkeit der
beiden Komponenten zueinander ist:

(31.3) ke = —ki = B(v;— v,).

Den Proportionalititsfaktor § wollen wir der Einfachheit halber als riumlich
konstant ansehen. Wir erhalten dann die Bewegungsgleichungen in der Form

(31.4) nm iy ;- V)vy)=Zeny(E + cl v XB)—V Pi—f(v; — v,),

(a
(315) ne me( at +(ve Vv,) = —en, (E+cl Ve X B) =V P, +B(v;—ve).

Dabei haben wir die substantiellen Ableitungen dv;/d¢ und dwe/dt der
Gl. (31.1) und (31.2) in lokale Ableitungen umgewandelt. Dazu kommen noch
die Kontinuititsgleichungen fiir die beiden Komponenten

(31.6) ag;t”" + V- (ymyvy) =0
)
(31.7) 2ReMe L v . (n,me ve) = 0

at
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Dabei haben wir angenommen, da® weder Teilchen rekombinieren, noch neue
Ionen entstehen.

Statt der Geschwindigkeiten wv;, ve und statt der Anzahldichten n;, n,
der beiden Komponenten wollen wir jetzt auf die Gesamtmassendichte p, den
Gesamtmassenstrom p v und auf die elektrische Stromdichte j iibergehen.
Wir definieren p, » und j durch die Gleichungen

(31.8) p = pi T pe = ny mj+ neme,
(31.9) PV = pi vit pe ve = Nim; Vit ne M v,
(31.10) J=Jitje = e(Znivi—ne v).

Unser Ziel ist es nun, Gleichungen fiir v, 0 und j zu bekommen. Dazu miis-
sen wir verschiedene Ndherungsannahmen machen.

a) Niherungen

Im Folgenden wollen wir immer annehmen, dal zwischen den beiden Kom-
ponenten thermisches Gleichgewicht herrscht. Die Elektronentemperatur soll
gleich der Ionentemperatur sein, und wir definieren als die Temperatur T des
Plasmas T=T; = T,.

Eine Ndherungsannahme, die wir nachfolgend fast immer machen werden,
ist die der Quasineutralitdt: die Materie soll in guter Ndherung immer neutral
sein; etwaige Raumladungen, die auftreten, sollen klein sein. Physikalisch ist
die Annahme der Quasineutralitit in der guten Leitfahigkeit begriindet. Starke
positive Raumladungen etwa wiirden starke elektrische Felder bedingen, wel-
che die frei beweglichen negativen Ladungen anziehen und einen Ladungsaus-
gleich bewirken wiirden — genau wie sich im Innern eines guten Leiters Raum-
ladungen ausgleichen. Wir werden aber spiter (§ 34) sehen, daB in kleinen
Raumgebieten eines Plasmas die Annahme der Quasineutralitit wegen der
dann auftretenden Fluktuationen nicht mehr gut ist.

Quasineutralitit bedeutet

31.11 = —‘—ni e <1
= <4

oder

(31.12) Zni ~n, = n.



204 Kap. VI. Zweikomponententheorie

Fiir den Strom erhalten wir dann aus Gl. (31.10)
(31.13) j = en(vi—v,).

Die Annahme der Quasineutralitit wird das Arbeiten mit den Gleichungen
der Zweikomponententheorie sehr erleichtern. Eine weitere Vereinfachung
folgt aus dem grofien Massenunterricht zwischen Elektronen und Ionen. Es ist

(31.14) E = — < L
Die trige Masse des Plasmas wird in der Tat vor allem durch d{e Ionen be-
stimmt, denn aus Gl. (31.11) und (31.14) folgt

Pe  Neme .
(31.15) o = n_i m; (1-0EZ<LK1,

da Z keine grofe Zahl ist. Es gilt also p = p;.

Der besseren Ubersichtlichkeit halber fiihren wir die folgenden Abkiirzun-
gen ein:

d v 0 v;
(31.16) D; = TR T + (©i°V)uv,
d v, 0ve
(31.17) D, = —* = =24 (5, Ve,
(31.18) F, = zeni(E+clvixg)—VPi—B(vi—ve),
(31.19) F, = —ene(E+clveXB)-—VPe+ﬁ(vi-—ve).

Dann lauten die Bewegungsgleichungen (31.4) und (31.5)
(3120) ny my Di = Fi
(31.21) neme D, = F,.

Durch Addition und geeignete Subtraktion dieser beiden Gleichungen bekom-
men wir Gleichungen firv, p und j. Addition ergibt
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(31.22) nim; D; + nem,D, = F;+ F,.

Da die Reibungsterme bei Addition herausfallen, erhalten wir mit GI. (31.10)
und mit P =P, + P;

(31.23) nimiDi+nemeDe=e(Zni—-ne)E+—;-jXB —vPp.

Wegen der Quasineutralitit konnen wir den ersten Term der rechten Seite ver-
nachldssigen und bekommen

(31.24) nym; Dy + nymy Dy = % iXB —VP.

Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt schon mit der rechten Seite der ma-
kroskopischen Bewegungsgleichung iiberein, wie wir sie aus der Magnetohydro-
dynamik her kennen (vgl. Gl. (16.11)).

Bevor wir die linke Seite besprechen, leiten wir eine dem friheren Ohm-
schen Gesetz entsprechende Beziehung her. Dazu multiplizieren wir Gl. (31.20)
mit Zm, und Gl. (31.21) mit m; und subtrahieren sie voneinander:

m; me (ZniDi_neDe) = ZmeFi_miFe
(31.25) =e(2? nime+nemi)E+§(22 nyme v; + ng m; ve) X B

—-Zme VPi+miVPe—B vi(Zme+mi)+[3 Ve (Zme +m,)

Beriicksichtigen wir auf der rechten Seite Z n; ~ n, = n und vernachlissigen
wegen me <m; (bzw. Zmg <m;) Z m, gegen m;, so bleibt

(31.26) mime (ZniDi—neDy)=enm; E
+ ec—” (Zmg v;+m; ve) X B
+ mV Po—Bm;(v;— ve).
Dabei wurde Zme V Py = m, VZP; gegen m; V P, vernachlissigt,
denn im thermischen Gleichgewicht ist wegen T;=T, =T beim idealen

Gas auch

(31.27) ZPi=ZnmkT=n,kT=P,,
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wobei k die Boltzmann-Konstante ist. Der letzte Term von Gl. (31.26) lifdt
sich wegen Gl. (31.13) umschreiben in
Bm;

(31.28) —Bm;(v;— v,) = — o j.

Multipliziert man nun Gl. (31.13) mit p, bzw. mit p; und addiert bzw. sub-
trahiert von Gl. (31.9), so ergeben sich die Beziechungen

' Pe

(31.29) v; = v + enp i,
LA

Ve enp J.

Damit wird wegen p = p;

Zm — m; pj
Zm, vi+m ve=(Zme+mi)v+Lﬁ j
(31.31) enp

mi .
=miv — —j.
i en]

Setzen wir das zusammen mit Gl. (31.28) in Gl. (31.26) ein, so erhalten wir
nach Division durch e n m;:

Me - 1 1.
(3132) en (ZniDi—neD,)=FE + - v XB one iXB

1 B

+ on VP, — ezn2j.
Offenbar ist diese Gleichung das Ohmsche Gesetz, allerdings mit Zusatzglie-
dern, die durch die Zweikomponententheorie hinzukommen. Damit haben wir
die Bewegungsgleichung (31.24) und das Ohmsche Gesetz (31.32) in einer
Form vorliegen, in der zumindest auf der rechten Seite nur noch die makro-
skopischen Groflen j und v, stehen. Die linken Seiten sind noch relativ
komplizierte Ausdriicke, die sich erst mit weiteren Naherungsannahmen ver-
einfachen lassen.

Vergleichen wir den j- Term mit dem entsprechenden Term unseres frithe-
ren Ohmschen Gesetzes (z.B. Gl. (22.5)), so finden wir

e*n?

(31.33) =5
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Damit haben wir den Zusammenhang zwischen dem in Gl. (31.3) einge-
fihrten Proportionalitdtsfaktor § und der elektrischen Leitfdhigkeit \ ge-
funden.

b) Kleine Geschwindigkeiten

Zusidtzlich zur Quasineutralitit und zur Annahme m, bzw. Z m, <m;
fordern wir jetzt, daB relativ zu unserem Bezugssystem nur kleine Geschwin-
digkeiten wv;, v, vorkommen. Wir kénnen dann quadratische und héhere
Glieder in diesen Grofen vernachldssigen. Damit wird aus der linken Seite der
Bewegungsgleichung (31.24) mit Gl. (31.16) und (31.17)

a .
ni m; D; + ng me D, =nimija—:’—'— +nim; (v V)v;

a
(31.34) + ne me _a:)_e tneme(ve V) ve
a"‘vi ave
= njm YR + n, me B

Wegen der Kontinuititsgleichung (31.6) ist nun

0 v; 0 n; m; v; o n; m;
MM T T ot EERCFY:
(31'35) ani mi vj apivi

=—%;  t vV 0umov)=

ar ’
da das fortgelassene Glied in ®; von zweiter Ordnung ist. Da fir v, eine ana-
loge Gleichung gilt, erhalten wir mit Gl. (31.9)

(31.36) n; miDi+ Ne Mg De — Pi v + Pe Ve _ pv

ot ar ot

Damit v;, v, auch v klein ist, gilt ebenso

dpv _ Ov Jop _ 0v . -0
(31.37) ot P TP TP T vV ev)=ogy,

so daf} wir schlieBlich aus Gl. (31.24) erhalten

1. .vp _
(31.38) 5= iXB —VP
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Wir bekommen also die Bewegungsgleichung, die wir schon von der Magneto-
hydrodynamik her kennen. Dort stand allerdings links die substantielle Ablei-
tung dv/d¢, von der sich die lokale Ableitung von Gl. (31.38) durch Glieder
zweiter Ordnung in v unterscheidet. Das erweiterte Ohmsche Gesetz (31.32)
erhielten wir durch Subtraktion der Komponenten-Bewegungsgleichungen. Die
linke Seite geht jetzt mit den Kontinuitétsgleichungen und der Definition von
i (Gl (31.13)) iiber in

0 v; 0 v,
—(Znl —n, e)—a(z :‘atl_”e ate)
m
(31.39) + 2 [0V (Znv)— vV (ne ve)]
me av, avi _ e a]

=2n "G T o) T @nar
Damit wird Gl. (31.32)

me 0j 1 1 1,

= - V —= i
(3140) 5= - = E + — vXB ~ [XB+—— VP =]

Auf der linken Seite bleibt also nur ein Term 0j/a¢ iibrig, der Strombeschleu-
nigungsterm. Die Glieder j X B und V P, die ebenfalls neu im Ohmschen
Gesetz sind, werden wir weiter unten besprechen. Die Gleichungen (31.38)
und (31.40) sind die Grundgleichungen der Zweikomponententheorie im Fall
von kleinen Geschwindigkeiten.

¢) Schleichende Diffusion

Man sollte erwarten, daf im Fall verschwindender elektromagnetischer Fel-
der unsere Plasmagleichungen in die der gewdhnlichen Hydrodynamik iiberge-
hen. Das ist aber bei den eben hergeleiteten Gleichungen nur fiir kleine Ge-
schwindigkeiten der Fall. Andernfalls sind dv/d¢ und dv/d¢ merklich von-
einander verschieden, und statt der hydrodynamischen Gleichung
pdv/dt = — V P erhalten wir im Fall verschwindender Schwerkraft aus
Gl (31.38) nur p 0v/dt = — V P. Das liegt eben daran, da® wir bei der
Herleitung von Gl. (31.38) hohere Terme in v; und v, und damit auch
hohere Terme in v forgelassen haben. Man kann nun statt der Annahme
kleiner Geschwindigkeiten auch eine andere Ndherungsannahme machen, die
der schleichenden Diffusion (Schliiter 1950, 1959).

Damit ist gemeint, dal die Elektronenkomponente und die lonenkompo-
nente sich bei ihrer Bewegung gegeneinander so stark reiben, dafl jede Be-
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schleunigung, der die Ionenkomponente ausgesetzt ist, sich sofort auch auf die
Elektronenkomponente iibertrigt. Man kann also annehmen, dafl

/

Diese Annahme ist nicht ungewohnlich. Bewegt man etwa eine brennende
Taschenlampe beschleunigt durch den Raum, so werden die Elektronenkom-
ponente und die lonenkomponente in den leitenden Teilen der Lampe in gu-
ter Ndherung gleich beschleunigt. Trotzdem haben sie nicht die gleiche Ge-
schwindigkeit, es fliet ja Strom. Daran dndert sich auch nichts, wenn wir die
Lampe mit grofler Geschwindigkeit bewegen. Wir kénnen also erwarten, dafd
wir mit dieser Naherung auch zu groflen Geschwindigkeiten v gehen konnen.
Anders dagegen ist es in dem Augenblick, in dem die Lampe angeschaltet wird.
Dann ist die Beschleunigung der Elektronenkomponente von der der Ionen-
komponente merklich verschieden — solange, bis der Strom seine volle Stirke
erreicht hat.

dvi dve

dt dt

d v;
dt

(31.41) <1

Wenn wir die Annahme schleichender Diffusion machen, dann werden wir
Gleichungen erhalten, die zwar in der Geschwindigkeit auch in hoherer Nihe-
rung richtig sind, wir werden aber darauf verzichten miissen, Effekte wie Ein-
schaltvorginge und hochfrequente Schwingungen zu beschreiben, bei denen
die verschiedenen Beschleunigungen der beiden Komponenten wichtig sind. In
der Gleichung (31.40) rithrte der Strombeschleunigungsterm (m, 9j/d¢)/e*n
gerade von der unterschiedlichen Beschleunigung der beiden Komponenten
her — wir kdnnen also nicht erwarten, daf} er im Falle der Annahme schlei-
chender Diffusion wieder auftritt.

Wir nehmen wieder Quasineutralitdt an, vernachlissigen die Elektronenmas-
se gegeniiber der Ionenmasse und benutzen jetzt die Annahme (31.41) der
schleichenden Diffusion. Wir konnen direkt von Gl. (31.24) und (31.33) aus-
gehen und brauchen uns nur noch mit den linken Seiten zu befassen. Aus.der
linken Seite von Gl. (31.24) wird mit der Voraussetzung (31.41) und wegen
me < mj

d v; d ve

nymi D; + ne me D =nimi—dT-+ NeMme g~ =
(31.42) dv; d v do
(rimi + neme) —= = mimi 7~ = P s



210 Kap. VI. Zweikomponententheorie

wobei dv/dt = dv/dt+ (v V) v ist. Es ergibt sich also die ganz normale
Bewegungsgleichung der Magnetohydrodynamik mit der substantiellen Ablei-
tung auf der linken Seite. Die Gleichung ist also auch fir grofere Geschwindig-
keiten giiltig.

Wie sieht es dagegen mit der linken Seite des verallgemeinerten Ohmschen
Gesetzes (31.33) aus? Sie lautet mit Z n; ® ne =n im Rahmen unserer Ni-
herung

me d vj d Ve
e ( d¢ dt

me
(3143) ?"% (Z nj D; —HNe De) = ) =0.
Man bekommt also keinen Strombeschleunigungsterm 0j/d¢ mehr. Die Dif-
ferenz der substantiellen Ableitungen auf der linken Seite verschwindet, ergibt
hier also einen ganz anderen Wert als im Fall der kleinen Geschwindigkeiten.
Zur Beschreibung von Wellenphdnomenen mit hohen Frequenzen im Plasma
ist die obige Annahme der schleichenden Diffusion nicht geeignet, denn wie
wir in § 39 sehen werden, ist dafiir gerade der Strombeschleunigungsterm
9j/0t wichtig.

Damit haben wir die Bewegungsgleichung und das verallgemeinerte Ohm-
sche Gesetz der Zweikomponententheorie fiir zwei Fille gewonnen. Es sei
noch einmal bemerkt, dal die genaue Form von den jeweiligen Ndherungsan-
nahmen abhéngt.

Der Term j X B/c in der Bewegungsgleichung, den wir in der Magnetohy-
drodynamik etwas kiinstlich durch Mittelung iiber die Kraftwirkungen auf ein-
zelne Teilchen als duflere Kraftdichte einfihren mufiten, ergibt sich hier
zwangsldufig aus den Bewegungsgleichungen der einzelnen Komponenten.

Im verallgemeinerten Ohmschen Gesetz treten neben dem Strombeschleu-
nigungsterm zwei neue Glieder auf: Der Term j X B/ecn heifit der Hall-Term,
denn er beschreibt den Hall-Effekt! Die sich bewegenden geladenen Teilchen,
und damit der Strom, werden im Magnetfeld durch die Lorentzkraft abgelenkt.
Das Resultat ist eine zusitzliche elektrische Spannung senkrecht zu j und
senkrecht zu B.

Gehen wir nun zum zweiten neuen Term. Nach Gl. (31.27) gilt fiir den Ge-
samtdruck

(31.44) P=P + P, = PJZ + P,

und der Term mit dem Druckgradienten in Gl. (31.40) l4ft sich schreiben

1 __z 1
(31.45) — VP =ity -~ VP



§ 31. Grundgleichungen 211

Er heifit der Druckdiffusionsterm. Er besagt, da} bei nichtverschwindendem
Druckgradienten die beiden Teilchensorten gegeneinander diffundieren und ei-
nen Strom in Richtung — V P erzeugen.

§ 32. Diskussion der neuen Gleichungen

Wir stellen jetzt alle Gleichungen zusammen, durch die das Plasma in der
Zweikomponententheorie beschrieben wird. Das sind die Bewegungsgleichung,
die Kontinuititsgleichung, das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz, die Maxwell-
schen Gleichungen und die Zustandsgleichung. Wir begniigen uns dabei auf die
Form der Gleichungen in der Niherung fiir kleine Geschwindigkeiten (§ 31.b)
und erhalten das folgende System:

(32.1) pg—:—’-:ci iXB —VP,
9p
322 2L+ V-ev)=o
me 9j _ .. 1 . _Zz 1.
(32.3) Tnor Ete YXBT ooy ]XB+en(Z+1) VP>
4m 1 0F
. SRLLENI 1 2
G24) VX B=Z-j+ S,
0B

(32.5) VX E
(32.6) V-B=0,

(327) P =P(p, 7).

Dabei haben wir beim Druckdiffusionsterm in Gl. (32.3) von der fiir das ideale
Gas geltenden Beziehung (31.45) Gebrauch gemacht. Wie in der Magnetohy-
drodynamik so tritt auch hier noch eine Gleichung hinzu, welche die zeitlichen
Verinderungen von Druck und Dichte miteinander verkniipft. Wie wir schon
frilher in § 16 sahen, hingt diese Verkniipfung vom thermischen Verhalten

des Plasmas ab. Dort wie hier sind zwei wichtige Grenzfille die der Adiabasie
(vgl. Gl. (16.5)) und der Isothermie (vgl. Gl. (16.4)).
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Die Kontinuititsgleichung (32.2) haben wir bisher noch nicht hergeleitet,
sie folgt durch Addition der Gln. (31.6) und (31.7). Die Maxwellschen Glei-
chungen (32.4) bis (32.6) sind natiirlich dieselben wie frither, wir haben aber
in Gl (32.4) noch den Verschiebungsstrom mitgenommen.

Hat man eine Losung der obigen Gleichungen gefunden, dann kann man aus
der vierten Maxwellgleichung V « E=4To die Raumladungsdichte o aus-
rechnen und nachpriifen, ob die Grofie

_ Znij—n, m; o

(32.8) $ = T = 7 ;

wirklich klein gegen Eins ist, wie in Gl. (31.11) gefordert wurde.

a) Leitfihigkeit und Stoffrequenz

Im Rahmen der Magnetohydrodynamik war die Leitfahigkeit A eine vor-
gegebene Materialkonstante. In der Zweikomponententheorie sind wir jetzt in
der Lage, N durch andere physikalische Gréfien auszudriicken. Wegen
N = e?n?/8 miissen wir dazu die Reibungskonstante § der beiden Kompo-
nenten bestimmen. § hingt vom Mechanismus des Stofprozesses zwischen
Elektronen und Ionen ab, denn die Reibungskraft ergibt sich aus dem mittle-
ren dabei iibertragenen Impuls.

Da es uns nur auf eine grobe Abschitzung ankommt, legen wir unser Bezugs-
system an den Ionen fest. Diese bewegen sich wegen ihrer hohen Masse nur
wenig relativ zum Schwerpunktsystem, wihrend die Elektronen mit der Ge-
schwindigkeit v, — v; auf die lonen prallen. Weiterhin beschrinken wir uns
auf Stofe, bei denen die Elektronen in bezug auf die Ionen um 90° abgelenkt
werden (strenggenommen miiite man iiber alle Ablenkungswinkel in geeigne-
ter Weise mitteln).

Bei einer 90°-Ablenkung hat das Elektron nach dem Stof keine Geschwin-
digkeitskomponente mehr in Richtung v, — v; . Es wird also bei so einem
Stof der Impulsbetrag

(32.9) me |ve — vjl
von der einen Gaskomponente (Elektronen) auf die andere (Ionen) iibertragen.
Multiplikation mit » und mit der Stoffrequenz pro Ion v liefert die Volu-

menkraft der einen Komponente auf die andere:

(32.10) nv|ve—vilme=\kil=|kel
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Dabei ist nv die Zahl der Stéf8e pro cm® und sec. Nach Gl. (31.3) folgt dann
mit K = |kj| = ke |

K
32.11 B =—"——— = nvm
( ) Ive_ vil €
und fir A

e*n? e’n
32.12 A=— = .
( ) B e

Jetzt haben wir die Materialkonstante A durch Grofen wie Teilchendichte
und Stofrequenz ausgedriickt. Zur Berechnung der Stof3frequenz v muf
man den Wirkungsquerschnitt kennen, den geladene Teilchen mit ihren Cou-
lombfeldern beim Vorbeifliegen einander entgegenbieten. Je schneller Teil-
chen aneinander vorbeifliegen, umso geringer ist bei gleichem Abstand der Im-
pulsaustausch, umso geringer ist die mittlere Stofifrequenz fiir einen 90°-Stof3
und umso grofer ist deshalb die Leitfdhigkeit. Die Leitfdhigkeit steigt also mit
steigender Temperatur. Die genauere Rechnung gibt eine Abhingigkeit A\~T ¥2
(Kaplan, Pikelner 1970). Unsere Uberlegungen mit 90°-St6fen sind ziemlich
ungenau. Wegen der groen Reichweite der Coulombkrifte sind in Wirklich-
keit die Stofe mit kleiner Winkelablenkung fir den Impulsaustausch zwischen
den beiden Komponenten viel wichtiger, da sie viel hdufiger auftreten, als die
Stofle mit groler Winkelablenkung.

Abb. 32.1 Beihoher Feldstirke und geringer Dichte sind die Gyrationsradien
von Ionen und Elektronen so klein, dafs bei Bewegung der Teilchen quer
zu den Feldlinien kaum Stofe stattfinden.
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Da die Stofifrequenz v ungefahr proportional zur Dichte n ist, ist nach
Gl. (32.12) X\ unabhingig von p. Die Aussage v ~ p ~ n ist jedoch nur eine
ziemlich grobe Ndherung. v hingt natiirlich auch noch entscheidend vom Ma-
gnetfeld ab: Bei hoher magnetischer Feldstirke sind die Gyrationsradien der
Teilchen so klein, daf sich bei geniigend geringer Dichte die Teilchen in Rich-
tung quer zum Magnetfeld kaum mehr nahe kommen konnen (Abb. 32.1).
Lings der Feldlinien dagegen sind die Teilchen frei beweglich und haben in
dieser Richtung dieselbe Stoffrequenz wie im Fall ohne Feld. Die Folge ist ei-
ne anisotrope Leitfihigkeit; quer zum Feld ergibt sich eine kleinere Leitfdhig-
keit als in Lingsrichtung. Bei starken Magnetfeldern, d.h., wenn der Gyrations-
radius klein gegen den mittleren Teilchenabstand ist, ist die Leitfihigkeit in
Lingsrichtung gleich der Leitfahigkeit ohne Feld.

b) Abschiitzunéen

Die wichtigste Verinderung im System der Plasmagleichungen gegeniiber
dem System der magnetohydrodynamischen Gleichungen sind die Zusatzglie-
der im Ohmschen Gesetz, also der Hall-Term, der Druck-Diffusionsterm und
der Strombeschleunigungsterm. Um uns ein wenig besser mit der Zweikompo-
nententheorie vertraut zu machen, wollen wir diese Terme in Relation zu den
anderen Gliedern im Ohmschen Gesetz abschitzen. Wenn die Bedingungen so
sind, dafl die neuen Terme vernachlissigt werden konnen, kommt man auf die
alten Gleichungen der Magnetohydrodynamik zuriick.

Fiir die Abschitzungen betrachten wir zunichst den statischen Fall
(32.13) v=0 2 =0

. 37 .
Dann folgt aus Gl. (32.1)
(32.14) cleB =V P

Im statischen Fall lautet das Ohmsche Gesetz (32.3)

1. Z
ecn GXB)+ en(Z+1)

(32.15) 0=F— VP-—%j.

Mit Gl. (32.14) sieht man sofort, da} der Hall-Term ((Z + 1)/Z)-mal so grof8
ist wie der Druckdiffusionsterm; fiir v6llig ionisierten Wasserstoff (Z = 1) ist
er also doppelt so grof3.
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Wir fragen nun, wann der Hall-Term von derselben Grofienordnung wird
wie |fl/\, d.h., wann

il ~ .
(32.16) })\' oen 1iXB|
gilt. Mit Gl. (32.12) ergibt sich
Il & (5 e
(32.17) l X | 7l e V.
Andererseits erhalten wir
3181.>< 1 . _.meeB_.me
(32.18) —— i XBI~_—ljl |B|=1jl_z, moc =il 2, lwgel-

Dabei ist |wge| = eB/me ¢ die Gyrationsfrequenz der Elektronen (vgl. Gl.
(2.4)). Vergleich der beiden letzten Gleichungen liefert:

(32.19) VR W -

Der Hall-Term wird also von gleicher Gréfienordnung wie der von der gegen-
seitigen Reibung herrithrende Term, wenn die Elektronen zwischen zwei St6-
Ren merklich gekrimmte Bahnen haben. Oben sahen wir bereits, daf im stati-
schen Fall auch der Druckdiffusionsterm von gleicher Grofienordnung wie der
Hall-Term ist.

Jetzt wollen wir den nicht-stationidren Fall betrachten und das Strombe-
schleunigungsglied (me/e*n) - 9j/0t abschitzen. Essei 7 eine charakteristi-
sche Zeit, in der sich der Strom merklich dndert. Wenn der Strombeschleuni-
gungsterm von der Gro3enordnung des Gliedes |j |/ \ ist, gilt

m i |
(32.20) E % ~ 3 il
Daraus folgt
1 enl _ éeén vme _
(3221) T me N m, Zn 7

Wir konnen also schlieffen: Der Strombeschleunigungsterm wird wichtig, wenn
sich der Strom innerhalb der mittleren Stofzeit wesentlich dndert.
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§ 33. Partialdriicke des Zweikomponentengases

Wir haben oben angenommen, daf} sich der Gasdruck unseres Zweikompo-
nentengases additiv aus den Partialdriicken von Ionen- und Elektronenkompo-
nente zusammensetzt. Dabei haben wir fir diese beiden Partialdriicke ange-
setzt

(33.1) Pi=n kT, Py = ne kT.

Das scheint auf den ersten Blick falsch zu sein: wenn das Elektronengas etwa
fur sich allein in einem Kasten eingeschlossen ist, dann wird der Elektronen-
druck wesentlich durch die elektrostatische Abstoffung mitbestimmt. Das glei-
che gilt fiir das Ionengas allein. In beiden Fillen sind die Driicke infolge der
elektrostatischen Abstoflung wesentlich grofier als bei neutralen Gasen gleicher
Dichte. Wenn beide Gase im Kasten sind, neutralisieren sich aber die elektri-
schen Felder, und der Gesamtdruck sollte eigentlich kleiner sein als die Sum-
me der Partialdriicke. Wir werden im Folgenden sowohl die einzelnen Kompo-
nenten wie auch das Zweikomponentengas im Kasten betrachten und werden
dann sehen, da} das additive Zusammensetzen der Partialdriicke zum Gesamt-
druck gerechtfertigt ist.

Ein Elektronengas fiille einen Kasten aus. Wir beschrinken uns auf den ein-
dimensionalen Fall. Der Kasten sei also durch ein endliches Intervall auf der
x-Achse gegeben. Die Mitte des Kastens moge bei x = 0 liegen. Wir betrach-
ten den einfachsten Fall, in dem »;, v, und B verschwinden. Dann folgt
aus Gl. (31.5)

dP,
(33.2) encEy + —==0.

Wie wir gleich sehen werden, ist n, im Kasten nicht konstant. Fiir den Druck
gilt an jeder Stelle

(33.3) P, =n, kT
und wenn wir Isothermie annehmen
(33.4) eneEx=——x=—kT————

Aus V- E = 4mo folgt
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dE,

(33.5) =

= — 4Ten,.
Kombinieren wir Gl. (33.4) und (33.5), so erhalten wir

dn e dE. 47 e? 47 &?
= x ene=Cne,C= k;’

d e — ——
(33.6) E(Z ax )T T kT dx C kT

Die Teilchendichte geniigt also der Differentialgleichung

d? n, dng 2
dx? ( dx)

(33.7) Ne = Cng.

Fithren wir als neue Ortsvariable X = x/+/C ein, so geht die Differentialglei-
chung (33.7) iiber in

2 3

(33.8) ne e — (ng)” = ng
(die Striche symbolisieren die Ableitungen nach Xx).

Integration liefert

(33.9) (ne)’ = 2n. (ne+D), D = const.

Um die Losung einfach iibersehen zu konnen, betrachten wir das durch
(33.10) ne = t ny \2(ne +D)

gegebene Richtungsfeld. Die Losung muf in X symmetrisch sein, damit
E, ~ ng/ne rechtsund links nach aufien zeigt. Wihlt man als Randbedingung

(33.11) D = — ng(0), ne(0)>0

und beriicksichtigt fir x > 0 das positive und fir X < O das negative Vor-
zeichen der Wurzel in Gl. (33.10), so ergibt sich der in Abb. 33.1 wiedergege-
bene Verlauf im x — ne-Diagramm. Diese Kurve dhnelt einer Parabel, steigt
aber steiler. an.

Die Kurve zeigt das Anwachsen der Teilchendichte zum Rand eines ge-
schlossenen Kastens hin, in dem sich ein Gas von gleichartig geladenen Teil-
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Abb. 33.1 Richtungsfeld der Differentialgleichung (33.10) mit der die Randbe-
dingung (33.11) erfiilllenden Losung (durchgezogene Kurve).

chen befindet. Das ist eine Folge des elektrischen Feldes, das diese Teilchen
aufbauen. Man erhilt also insbesondere nicht eine iiber den ganzen Kasten
konstante Dichte, wie sie ein neutrales Gas zeigen wiirde (Abb. 33.2).

Ne

b4}

Abb. 33.2 Die Dichteverteilung eines zwischen zwei Wianden eingeschlossenen
Elektronengasse (durchgezogen) im Vergleich zu Dichteverteilung des
Elektronengases, das durch eine Ionenkomponente elektrisch neutrali-
siert ist (gestrichelt).

Fiir den Druck gilt
(33.12) Py =ne kT,

wobei n die in Abb. 33.2 gezeigté Ortsabhingigkeit besitzt. Eine entspre-
chende Losung erhilt man, wenn man das Ionengas allein betrachtet.
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Wie ist es nun, wenn Ionen- und Elektronengas beide im Kasten sind und
wenn unsere Annahme der Quasineutralitit gilt? Dann haben wir anstelle von
Gl. (33.4) die beiden Gleichungen

dn
(33.13) engEy = —kT £,
dn

(33.14) —~ZemE, = —kT dxe
und anstelle von Gl. (33.5)

dE,
(33.15) — = 4T Zm—n)=0.
Es folgt dann
3316 d’ne  d’n
(33.16) o - ae -

ne und n; sind also lineare Funktionen in x. Wenn die Dichten symmetrisch
zu x = 0 sein sollen, folgt ne = n; = const. Die gegenseitige Kompensation

der elektrischen Felder hat zur Folge, da8 die Dichteverteilungen n;, ne ganz
anders sind als im Fall der einzelnen Komponenten! Der Gesamtdruck ist also

(33.17) P=n kT + n, kT.

Die gegenseitige Kompensation der elektrischen Felder, die den Verdacht na-
helegte, da} die Partialdriicke nicht einfach addiert werden diirfen, ist dabei
automatisch in den Dichten von Ionen und Elektronen schon beriicksichtigt.

Wenn die Gyrationsfrequenz grofier als oder vergleichbar mit der Stofifre-
quenz wird, dann unterscheidet sich der Druck der beiden Komponenten von
dem eines idealen Gases. Allgemein ist der Druck ein Tensor, dessen Kompo-
nenten Py =mnu;u,(i,k =1, 2,3) sind, dabei ist u der Vektor der ther-
mischen Geschwindigkeit. Der Querstrich bedeutet dabei Mittelung iiber alle
Teilchen. Die Stofe zwischen den Teilchen sorgen normalerweise dafiir, dafd
die thermische Bewegung isotrop ist. Dann sind die Diagonalglieder des Tensors
Py alle gleich, wihrend die Glieder auerhalb der Diagonalen verschwinden,
weil u; und uy fiir i ¥k nicht korreliert sind (vgl. die entsprechenden
Schliisse, die wir fiir die statistische Dynamotheorie in § 14 machten). Dann
wird Py =0y mn u® der Druck ist isotrop.
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Das ist jetzt nicht mehr der Fall, da ein starkes Magnetfeld die Isotropie der
Teilchenbewegung stort: Anstatt sich geradlinig von Stofs zu Stof8 zu bewegen,
bewegen sich die Teilchen in Korkenzieherbahnen; die Richtung des Magnet-
feldes ist dadurch ausgezeichnet. Oft kann man sich damit behelfen, da® man
zwei Driicke einfiihrt, einen Druck Py parallel zur Feldrichtung, einen anderen,
Py, senkrecht dazu.

Wir gehen hier nicht weiter darauf ein und werden mit isotropem Gasdruck
arbeiten. Bei den im folgenden Kapitel diskutierten Wellenlosungen spielt die-
ser Effekt keine Rolle.

§ 34. Die Debye-Linge

Eine unserer wesentlichsten Voraussetzungen in der Zweikomponententheo-
rie ist die der Quasineutralitdt. Sie ist ein makroskopischer Begriff, der spéte-
stens dann sinnlos wird, wenn man so kleine Volumina betrachtet, dafl nur
noch ein einziges Teilchen darin enthalten ist. Aber auch wenn man gréfere
Volumina nimmt, kann man noch nicht unbedingt von Quasineutralitit spre-
chen. Die Teilchen eines Gases sind ja nicht in Ruhe; wegen der thermischen
Bewegung fluktuiert an jedem Ort die Dichte der Teilchen eines Ladungsvor-
zeichens. Dabei geschieht es immer wieder, daf} ein bestimmtes Raumgebiet
bevorzugt Teilchen einer Sorte enthilt. In diesen Bereichen ist die Quasineu-
tralitdt nicht mehr erfillt.

Eine Abschdtzung der Grofle dieser Bereiche erhilt man durch folgende
Uberlegung: Es mogen sich zufilligerweise einmal alle Elektronen von einem
Punkt aus entfernen. Dann entsteht ein elektrisches Feld, welches das Ausein-
anderfliegen der Elektronen abbremst. Wir machen uns davon ein eindimen-
sionales Modell: Eine planparallele Schicht der Dicke D sei durch zufillige,
thermische Bewegung von allen Elektronen freigefegt. Die Ionen denken wir
uns der Einfachheit halber unbeweglich, so da} in dem von den Elektronen
verlassenen Raum eine konstante positive Raumladung herrscht. Die Elektro-
nen denken wir am Rande der leergefegten Schicht als Oberflichenladung an-
gesammelt. Zu dieser Ladungsverteilung gehort ein elektrisches Feld, dessen
Potential ¢ in Abb. 34.1 wiedergegeben ist. Das Feld ist nur im Innern der
Schicht von Null verschieden, nach aufien hin wird es durch die Oberfliachen-
ladung abgeschirmt.

Wenn sich in unserem Fall durch die (eindimensionale) statistische Bewe-
gung der Elektronen solch eine Schicht bildet, so geht kinetische Energie der
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0 X
D
-0

-0, 0 D X

Abb. 34.1 Potential einer von Elektronen freigefegten planparallelen Schicht der
Dicke D.

Elektronen in elektrische Feldenergie iiber. Wir beziehen nun alle Energie auf
einen cm? der Seitenfliche unserer unendlich ausgedehnten, planparallelen
Schicht. Die kinetische Energie der Elektronen, die vorher in der Schicht
der Dicke D waren, ist proportional zu ne k T D, wobei n, die Elek-
tronendichte vor der Bildung der Schicht ist. Die kinetische Energie ist also
proportional zu D. Nun nimmt die riicktreibende Kraft, die die leergefegte
Schicht wieder auffillen mochte, linear mit der Dicke der Schicht zu, da die
Kraft proportional zur Menge der aufgefegten Elektronen ist. Deshalb nimmt
andererseits die elektrische Feldenergie pro cm® des Streifens quadratisch mit
D zu. Es wird also eine bestimmte Breite Do geben, bei der die potentielle
Energie gerade gleich der kinetischen Energie ist, welche die Elektronen besa-
Ren, die vorher die Schicht ausfiillten. Wenn also in einem (elektrisch neutra-
len) Raumgebiet alle Elektronen ihre kinetische Energie benutzen, um sich so
zu bewegen, daBl eine von Elektronen freie Schicht entsteht, dann steigt mit
wachsender Breite die potentielle Energie der Elektronen auf Kosten ihrer ki-
netischen Energie solange an, bis alle kinetische Energie aufgebraucht ist. Das
ergibt eine charakteristische Schichtdicke Dy, die wir jetzt berechnen wollen.

a) Abschdtzung der charakteristischen Lineardimension D,

Wir berechnen zunéchst das Feld im Inneren der leergefegten Schicht. Wenn
¢ das Coulomb-Potential ist, gilt
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(34.1) E = —V¢.

Die Quellen des elektrischen Feldes im Innern sind die zuriickgebliebenen
Ionen, also gilt

(34.2) V-E = 4T eZn;.
Daraus folgt

(34.3) Ap = —4TeZny
In unserem eindimensionalen Fall ergibt das

9% ¢
dx?

(34.4) = —4meZ n; = const.,

denn die Ionendichte blieb voraussetzungsgemif konstant. Die allgemeine Lo-
sung ist

(34.5) p(x) = —2MZen;x*> + Cyx+C,.

Dabei konnen wir die Integrationskonstante C, durch geeignete Normierung
auf C, =0 festlegen, dann ist ¢ =0 fiir x = 0. Wenn wir das Koordinaten-
system so legen, daf} alles symmetrisch um x = 0 ist, mu auch C; =0 sein
(Abb. 34.1). Das Potential im AufRenraum schliefen wir stetig an das Potential
im Innern an. Auflen ist das Potential wegen der abschirmenden Wirkung der
an den Randflichen der Schicht aufgesammelten Elektronen konstant. Damit
erhilt man fiir Potential und elektrisches Feld:

—2nZ e n; x° (Ix]| < %))

(34.6) ¢ (x) = 2
—27TZeni(§)2 (Ix]| = 15))
4mZ en;x (x| < %)
(34.7) E(x) = ; _D
0 (lx| = 5)

Die Energie des elektrischen Feldes pro Flacheneinheit betrigt:
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3
&

+D/2 +D/2

348 [ §1;T-E2dx = me*Z*n? - [ x?dx=2metZ’ng
—D/2 —D/2

wir

Diese Energie setzen wir gleich der mittleren kinetischen Energie der Elektro-
nen pro Flicheneinheit, die diese vor dem Leerfegen hatten. Wegen des eindi-
mensionalen Modelles haben die Elektronen nur einen Freiheitsgrad, es gilt al-
so fiir D =D,

(34.9) S nekTD = 43—“ 2222 (Do/2)°.
Daraus folgt wegen ne =Z n;:

_ 3kT
(34.10) D, = meln,

Statt des eindimensionalen Falles hdtten wir auch eine andere geometrische
Symmetrie betrachten kdnnen; wir hitten etwa berechnen konnen, wie grofie
sphérisch symmetrische Locher durch Umsetzen von kinetischer Energie in
elektrische Feldenergie entstehen kdnnen. Man erhilt fir diesen Fall einen Ra-
dius, der von derselben Grofenordnung ist. Die Grée Do, nennt man die
Debye-Linge. In Bereichen, die klein sind gegeniiber der Debye-Lidnge, kann
man keine Neutralitdt mehr erwarten. Die Bewegung der Elektronen schafft
dort Fluktuationen in der Elektronendichte, so dafy voriibergehend einmal die
positive Ladung der Ionen, einmal die negative Ladung der Elektronen iiber-
wiegt. In Raumgebieten, die grofs im Verhiltnis zur Debye-Linge sind, kann
man dagegen Ladungsneutralitit erwarten, da die kinetische Energie dann
nicht ausreicht, um iiber so grole Raumgebiete hinweg die Gleichverteilung
der Ladungstrdger zu storen.

Wir geben einige typische Beispiele fur die Grofle der Debye-Linge an: In
der Photosphiire der Sonne ergibt sich bei T'= 5 X 10° *k und n ~ 10" cm™
eine Debye-Linge von Dy ~ 2 X 10™*cm. Im Orionnebel ist bei dhnlicher
Temperatur (T~ 10*°K) die Teilchendichte viel geringer; mit ne = 10%cm™>
erhalten wir Dy ~ 3 X 10%cm (vgl. auch Abb. 34.2).

Wenn sich durch thermische Bewegung einmal ein elektronenfreies Loch
vom Radius der GréBenordnung Dy, gebildet hat, so bleiben die Elektronen
natiirlich nicht auf dem Rande dieses Loches sitzen; sie werden durch das elek-
trische Feld (34.7) zuriickgezogen. Wie grof ist nun die Zeit fiir das Schlieflen
eines solchen Loches?
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b) Abschdtzung der charakteristischen Zeit
Die Ladungsdichte an den beiden Randflichen unserer Schicht ist

_1

(34.11) ~ Lo = >

) ZeniD.

n; ist dabei die Ionendichte in der elektronenfreien Schicht. Die Massendichte
auf jedem Rand ist

(34.12) p* = nemgDJ2.
Die Kraftdichte auf die Ladungen am Rand ist dann dem Betrage nach

1
(34.13) k* = S enDE = me’niD?,

wenn wir das in Gl. (34.7) gegebene elektrische Feld verwenden.

Laft man die Elektronen jetzt los, so gilt bei vernachlissigter Reibung mit
den Ionen die Bewegungsgleichung:

«dv 1 d*DJ2

(34.19) i = 3ftemeD G- = —me’nD?
oder

D 4T e’ n,
(34.15) 7 = — D

Mit dem Exponentialansatz:

(34.16) D = const. - exp (iwt)
ergibt sich
2
(34.17) 2 - 4Tene
me
Die so berechnete Frequenz
4me’ n
(34.18) wp = V——e
me

heifit die Plasmafrequenz. Mit ihr schwingen die beiden oben betrachteten
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Flachenladungen von Elektronen durcheinander hindurch. Die charakteristi-
sche Zeit, mit der sich solch eine von Elektronen leergefegte Schicht wieder
fiillt, ist 2'"/(.01:.

Mit der Plasmafrequenz wp haben wir eine Groe kennengelernt, die es in
der gewohnlichen Magnetohydrodynamik nicht gab. Erst durch das Zusammen-
wirken der beiden Plasmakomponenten, die nicht nur frei beweglich sind, son-
dern beide auch Trigheit besitzen und deshalb gegeneinander schwingen koén-
nen, erhilt man die meue Frequenz. Wir werden weiter unten (§ 39) die Plasma-
frequenz als eine typische Frequenz fiir gewisse Schwingungsvorginge im Plas-
ma kennenlernen.

In Abb. 34.2 haben wir fiir eine Reihe von natiirlichen und kiinstlichen Plas-
men die zusammengehdrenden Werte von Temperatur 7 und Elektronendich-
te n aufgetragen. Ebenfalls eingezeichnet sind die Plasmafrequenz wp ~n;/2

und die Linien konstanter Debyeldnge Dy ~ (T/ne)" 2,

w,
P
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Abb. 34.2 Temperatur, Elektronendichte, Plasmafrequenz und Debyelidnge fiir ver-
schiedene Plasmen (nach Kertz 1971).

”

§ 35. Gravitationsfelder

Als wir in § 31 von den Bewegungsgleichungen (31.1), (31.2) fiir die beiden
Komponenten zu den Gleichungen (31.38) und (31.40) iibergingen, haben wir
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kende Schwerkraft hinzu, etwa in der Naherung fiir kleine Geschwindig-
keiten:

dv _ 1. _
(35.1) Par = CJXB VP + pg.

Das folgt schon allein aus der Analogie zur gewohnlichen Hydrodynamik, und
der Leser kann den neu zur Bewegungsgleichung hinzutretenden Term leicht
bestitigen, wenn er die Ableitung von Gl. (31.38) wiederholt.

Wiederholt man die Herleitung von Gl. (31.40) aus den Gln. (31.1) und (31.2),
so tritt rechts noch das zusitzliche Glied

m
. Zni—ne)g
e

(35.2) pye

auf, das bei Quasineutralitit verschwindet. Die Schwerkraft gibt also nur in
der Bewegungsgleichung einen zusitzlichen Term. Aber in bezug auf die Quasi-
neutralitit mufl man in Gegenwart von Gravitationsfeldern etwas vorsichtig
sein.

a) Quasineutralitit

Auf die Ionen wirkt wegen ihrer grofieren Masse eine stirkere Gravitations-
kraft als auf die Elektronen. Befindet sich ein Plasma in einem abgeschlosse-
nen, ruhenden Kasten, der unter der Einwirkung eines Gravitationsfeldes steht,
so werden die Ionen das Bestreben haben, zu Boden zu sinken. Dieser Sedi-
mentation wirken die elektrischen Krifte zwischen den Teilchen entgegen, die
die Quasineutralitit zu erhalten versuchen (Abb. 35.1).

-+ T _ = e -+
-+ - -+
+ -+ - 3 .
- + + + - - + - g
+++_+ + - 4+
+ + + + + + + -
4+ at + t et + +

Abb. 35.1 Sedimentation der Ionen im dufieren Schwerefeld.

Um die Stérung der Quasineutralitidt durch Gravitationsfelder etwas genau-
er zu studieren, gehen wir zuriick auf die Bewegungsgleichungen (31.1) und
(31.2) fur die beiden Gaskomponenten und suchen eine statische Gleichge-
wichtslosung fir verschwindendes Magnetfeld mit einem Gravitationsfeld g.
Die Gleichungen lauten dann
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(353) ZeniE - VPI + gmin; = 0,
(35.4) —en,E — VP, + gmgne = 0.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit Z und subtrahieren die beiden Glei-
chungen voneinander, so folgt

(35.5) e(Z*ni+n)E—V (ZPi—P,)+g(Znimi—n,my)=0.

Die Temperatur des Plasmas sei raumlich konstant, dann folgt wegen
(35.6) ZP; =Zni kT, Po=ng kT

die Beziehung

(35.7) e(Z%nj+n)E—kT V(Zni—ne)+g(Z nim;—n,me) = 0.

Was besagt diese Gleichung? E =0, und Zn; — n, = 0 ist keine Losung!

Das Gravitationsfeld wirkt stirker auf die Ionen, dadurch kommt ei-

ne Ladungstrennung zustande. E, Vn; und Vn, verschwinden nicht mehr.
Wir wollen nun im Folgenden voraussetzen, dal die Quasineutralitit durch

das Gravitationsfeld nur wenig gestort sei, wir wollen also immer noch mit

Z nj = ne rechnen. Es bleibt dann

Znimi—nemg

(35.8) E = —g _—?(_Z—znﬁ—ne)

Mit Z n; =~ n, = n ergibt sich daraus wegen m;> m,

_ n(mi—me) mi
(35.9) E=—¢ vz = ez -

Das ist das elektrische Feld, das der ladungstrennenden Wirkung des Gravita-
tionsfeldes das Gleichgewicht hilt. Wir wollen nun die Stirke der Raumladun-
gen abschitzen, die dieses elektrische Feld erzeugen. Dazu bilden wir die Di-
vergenz der obigen Gleichung:

m;

e(Z+1)

(35.10) V-E=4m0 = 4Te(Znj—ne) = — Vg
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Fiir eine im Weltraum befindliche Plasmawolke setzt sich die Gravitations-
beschleunigung g im allgemeinen zusammen aus der Eigengravitation go der
Wolke und aus dem dufieren Feld g,, z. B. von nahegelegenen Sternen. Also
ist g = go + g,. Diese Felder lassen sich darstellen als Gradient der zugehori-
gen Gravitationspotentiale

(35.11) €=8 *t8& =— Vo~ V.

Bei der Divergenzbildung gemif Gl. (35.10) erhalten wir wegen der Poisson-
gleichung fiir das Eigenfeld

(35.12) — Vego =AYy = 4TGp

(wobei G die Gravitationskonstante ist), wiahrend die Divergenz des Fremd-
feldes wegen der Laplacegleichung

(35.13) — Vega =A0yg =0
verschwindet, da sich die Quellen dieses Feldes aufierhalb der Wolke befinden.
Mit p =n;m; folgt also aus Gl. (35.10) (Schliiter 1950)

2
mi n;

(35.14) o=e(Zni—ny) =G e ZT1)

Die Plasmawolke erhilt also eine positive Raumladung, die allein von der Ei-
gengravitation der Materie herrithrt. Das Fremdfeld gibt keinen Beitrag! Als
Maf fiir die Abweichung von der Neutralitit wollen wir den Ausdruck

(Z nj — ne)/(Z ny + ne) benutzen. Mit Hilfe von Gl. (35.14) sehen wir, wie ge-
ring diese Raumladung ist:

2
Zni—ne Zni—ne G m; ~ 1077,

(35.15) Zny+n,  2Zny  2Z(Z+1)é*

wobei man den Zahlenwert rechts erhilt, wenn man Z =1 und m; gleich
der Protonenmasse setzt. Auf 1037 Teilchen kommt also ein zusitzliches Ion,
das zur positiven Aufladung beitrdgt. Es reicht also schon eine ganz geringe
Ladungstrennung aus, um die Wirkung des Gravitationsfeldes zu kompensieren.

Wenn sich au3erhalb der Plasmawolke kein elektrisches Feld befinden soll,
miissen sich entsprechend viele negative Ladungen auf ihrer Oberfliche ansam-
meln, um die positive Raumladung nach aulen abzuschirmen (Abb. 35.2).
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I\~ 9

9 )
Abb. 35.2 Raum- und Oberflichenladung eines selbstgravitierenden Plasmas.

Die Sonne beispielsweise ist ein selbstgravitierender Plasmakérper. Die Zahl
der zusitzlichen Ionen ist dann nach Gl. (35.15)

(35.16) Zni—ne~Myfmp + 10737 ~ 10",

Dabei ist Mo =2 X 10°? g die Sonnenmasse und mp die Protonenmasse

(Z =1). Diese 10'® Teilchen haben eine entsprechende negative Oberflichen-
ladung der Sonne zur Folge. Da die Sonnenoberfliche ca. 1023 cm? betrigt,
ergibt sich daraus eine Flichenladungsdichte von 1 Elektron/m?. Der Effekt
ist also sehr gering.

Wie wir oben sahen, trigt ein duleres Gravitationsfeld nicht zur positiven
Raumladung der Plasmawolke bei, wohl bewirkt es aber eine Sedimentation
der schweren Ionen. Im Innern stellt sich ein elektrisches Feld gemif Gl.(35.8)
ein. Wenn aufien wieder kein elektrisches Feld herrschen soll, erhalten wir zu-
sdtzlich eine positive Oberflichenladung auf der der anziehenden Masse zuge-
wandten Seite der Plasmawolke (Abb. 35.3), auf der anderen Seite entspre-
chend negative Aufladung. Dieser Effekt ist abhdngig von der Stirke des dufde-
ren Gravitationsfeldes.

F t+

Abb. 35.3 Oberflichenladung einer in einem dufderen Schwerefeld ruhenden Plasma-
wolke.

Die durch die Gravitation im Plasma hervorgerufenen elektrischen Effekte
sind in den betrachteten Fillen klein und daher bedeutungslos. Das liegt daran,
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daf die Storung durch Gravitatjon durch elektrische Raumladungen kompen-
siert werden kann. Anders ist es, wenn keine solche Kompensation méglich ist.

b) Biermanns Batterie

Allgemein kann man fiir g, in Gl. (35.11) statt des Schwerefeldes natiirlich
auch ein beliebiges anderes Beschleunigungsfeld nehmen. In einem rotierenden
Stern kann man beispielsweise g, gleich der Zentrifugalbeschleunigung setzen:

(35.17) g = O se,.

Dabei ist s der Abstand von der Rotationsachse, e; der Einheitsvektor in
s-Richtungund £ = § (s,z) die im allgemeinen vom Ort im Stern abhéngige
Winkelgeschwindigkeit. Gemaf unserer Gleichgewichtsbeziehung

(35.18) E = const. (go + ga)

werden die Ionen dann zur Aquatorebene hin konzentriert. Im Fall einer stati-
schen Losung dieser Gleichung mu wegen ¢ V X E=B =0 das elektrische
Feld also ein Potentialfeld sein (V X E= V X V¢ =0),also mufl das auch
fur das Beschleunigungsfeld zutreffen:

(35.19) VX go+ VX ga =0.

VX go =V X Vg verschwindet in jedem Fall, da das Schwerefeld konser-
vativ ist. Aber verschwindet auch V X g,? g, hat nur eine s-Komponente, die
jedoch von s und z abhidngt. Betrachtet man den Ausdruck fiir die Rotation
in Zylinderkoordinaten (Gl. (4.4)), so sieht man, dal V X g, genau dann ver-
schwindet, g, also ein konservatives Feld ist, wenn  nurvon s abhingt.
Es muB also § = Q (s) sein, d.h., die Winkelgeschwindigkeit muf} konstant
auf Zylindern sein. In diesem Fall gibt es eine statische Losung.

Denken wir uns nun einen rotierenden Stern, dessen Winkelgeschwindig-
keit © eine Funktion des Abstandes r vom Zentrum ist: § = § (r). Dann
ist nur im trivialen Fall der starren Rotation 2 auch gleichzeitig auf Zylin-
dern konstant. In allen anderen Féllen miissen wir annehmen, dal Q auf den
Zylindern s = const variiert. Dann ist die Fliehbeschleunigung nicht aus ei-
nem Potential herleitbar, das elektrische Feld kann die Fliehbeschleunigung
nicht kompensieren, es ist kein statisches Gleichgewicht méglich. Die Ladun-
gen miissen sich bewegen, meridionale Strome treten auf, die wiederum toroi-
dale Magnetfelder erzeugen. Dieser Mechanismus, der aus der differentiellen
Rotation eines Sterns Strom gewinnt, wurde von L. Biermann (1950) gefun-
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den. Er heifit in der englischen Literatur deshalb auch ,,Biermann’s Batte-
ry*‘. Eine genaue Diskussion (Mestel, Roxburgh (1962)), zeigt, da8 allerdings
schon geringfiigige anfingliche meridionale Magnetfelder den Effekt zunichte
machen kdnnen.

§ 36. Makroskopische und mikroskopische Betrachtungsweise

In diesem Paragraphen wollen wir einige ganz einfache Losungen der Plas-
magleichungen kennenlernen. Wir wollen dabei zeigen, dal man Losungen der
Zweikomponententheorie auch in dem in Kapitel I behandelten Einteilchen-
bild beschreiben kann. Man muf} aber dabei vorsichtig sein; die naive Anwen-
dung der Ergebnisse der Theorie der Bewegung geladener Teilchen gibt oft Wi-
derspriiche mit der makroskopischen Zweikomponententheorie.

a) Plasma im homogenen Magnetfeld

* Wir betrachten ein endlich ausgedehntes Plasma in einem homogenen Ma-
gnetfeld. Im mikroskopischen Einteilchenbild sehen wir die Ionen auf groflen
Kreisen links herum, die Elektronen auf kleinen Kreisen rechts herum um die
Feldlinien gyrieren (Abb. 36.1a). Betrachtet man die Gyrationsbahnen, so
sieht man, daf alle Gyrationsbewegungen der Ionen am Rande einen Strom in
einheitlicher Richtung ergeben; die Folge wire also ein makroskopischer
Strom der das Plasma im Umlaufsinn der Ionen umflieft. Im Innern heben
sich die Wirkungen der gyrierenden lonen auf. Die Elektronen liefern wegen
ihres entgegengesetzten Ladungsvorzeichens und entgegengesetzten Umlauf-
sinnes Strom in dieselbe Richtung (Abb. 361 b).

i G

Abb. 36.1 Gyrierende Elektronen und Ionen in einem homogenen Magnetfeld (im
rechten Bild senkrecht auf der Zeichenebene stehend) ergeben einen
Strom an der Oberfliche des Plasmas.

Im makroskopischen Bild der Zweikomponententheorie hingegen sieht man
sofort, daf

(36.1) B=const.,, j=0, E=0, v=0, P=const.
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eine Losung der Gleichungen (32.1) und (32.3) ist. Im Gegensatz zum mikro-
skopischen Bild flieft im makroskopischen Bild kein Strom.

Wie kann man diesen Widerspruch kldren? Der Fehler liegt darin, daf im
mikroskopischen Bild die Randbedingungen fiir das endlich ausgedehnte Plas-
ma nicht beriicksichtigt sind. Um das Plasma auf ein endliches Raumgebiet zu
beschrinken, mufy man es beispielsweise in einen starren Kasten einschlieien.
An den Kastenwidnden werden dann jedoch die Teilchen reflektiert und kon-
nen dort ihre Gyrationsbewegung nicht mehr ungestort ausfiihren. Betrachten
wir der Einfachheit halber alle die Elektronen, deren Gyrationszentren gerade
in der Kastenwand liegen, so erhalten wir in der Ndhe der Oberfliche einen
dem ersten Strom entgegengesetzten Strom (Abb. 36.2). Die an die Kasten-
wand ebenfalls stoBenden Ionen bewirken einen Strom in dieselbe Richtung;
auf diese Weise wird der eingangs eingefiihrte Strom gerade kompensiert. Die
mikroskopische Theorie liefert dann auch eine Lésung mit j = 0.

O
inO

Abb. 36.2 Losung des Widerspruchs durch Beriicksichtigung der an der Kastenwand
reflektierten Teilchen.

b) Elektronengas im homogenen elektrischen und magnetischen Feld

Ein dhnlicher Widerspruch kommt zustande, wenn man die Bewegung eines
Elektronengases im homogenen Magnetfeld mit einem senkrecht dazu stehen-
den homogenen elektrischen Feld betrachtet. Innerhalb der mikroskopischen
Theorie fithren die Elektronen zusdtzlich zur Gyration eine Driftbewegung
senkrecht zu E und B aus. Nach Gl. (3.5) gilt fir die Driftgeschwindigkeit

EXB

(36.2) vp =¢ T

Wir erhalten also einen Strom in Richtung — E X B.

Das sieht in der makroskopischen Theorie wieder ganz anders aus: Nach
§ 31 lautet die Bewegungsgleichung fiir die Elektronen:

dv,
P 4y

(36.3) - — VP, —en, (E+cl v, X B).
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Eine stationire Losung dieser Gleichung ist P, = const., E + ve X B/c = 0,
wie man durch Einsetzen in Gl (36.2) direkt bestitigen kann. Man erhilt dann
in Ubereinstimmung mit der mikroskopischen Betrachtungsweise eine Bewe-
gungmit v =vp.

Aber auch

(36.4) vVe=0, VP.=—cen.E

ist eine Losung. In diesem Fall ruhen die Elektronen, und wir bekommen ei-
nen Widerspruch zur mikroskopischen Theorie. Wegen P, = n, kT wird

—e —e
(36.5) P, =Py * exp (ﬁ E *r), ng =neq * exp (ﬁ E-r)

(Peo, Neo sind Integrationskonstanten). Das ist die barometrische Hohenfor-
mel. Das Magnetfeld geht dabei gar nicht ein. Wir erhalten einen Dichtegra-
dienten in entgegengesetzter Richtung zum elektrischen Feld.

To o o
50O O O—u
SOraOaeD

Abb. 36.3 Ein Elektronengas in einem dufieren elektrischen Feld hat einen nicht-
verschwindenden Dichte- und Druckgradienten. Wihrend die Gyrations-
zentren mit der Geschwindigkeit v nach rechts driften, ist die mittlere
Geschwindigkeit der Teilchen im Mittel gleich Null, deshalb gibt es
keinen Strom.

2
VP 3

Im mikroskopischen Bild haben wir also eine Drift des Elektronengases, im
makroskopischen Bild nicht. Der Widerspruch kommt daher. daf man zwi-
schen der Drift der Gyrationszentren und der makroskopischen Geschwindig-
keit der Elektronen unterscheiden mufl. Den Unterschied zeigt Abb. 36.3.
Dort sind die Gyrationsbahnen in drei Ebenen konstanten Druckes eingezeich-
net. Dabei ist beriicksichtigt, daf} die Dichte der Elektronen in Richtung V P
zunimmt; wir haben in den einzelnen Ebenen verschieden viele gyrierende
Elektronen eingezeichnet. Alle Elektronen fithren die einheitliche Driftbewe-
gung vp aus. Wir setzen uns jetzt etwa in die Mitte zwischen die Ebenen 2
und 3 in Abb. 36.3. Dann bewegen sich zwar alle Gyrationszentren nach rechts,
da aber in Ebene 3 mehr Gyrationszentren liegen, haben an unserem Beobach-
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tungspunkt mehr Elektronen ihre Gyrationsgeschwindigkeit entgegen der Drift-
bewegung. Das kompensiert die Drift der Gyrationszentren, und der Massen-
strom ist im Mittel null. Die Welt ist wieder in Ordnung.

¢) Plasma in gekreuzten Feldern

Jetzt betrachten wir denselben Fall wie in b), nehmen aber statt des Elek-
tronengases ein quasineutrales Plasma. Statt einfach nach einer stationdren Lo-
sung der zugehorigen Gleichungen (32.1)—(32.6) zu suchen, wollen wir zu-
nichst diskutieren, was der Reihe nach passiert, wenn das elektrische Feld zu
dem bereits vorhandenen magnetischen Feld hinzugeschaltet wird.

Im Anfangszustand seien v=j=0 und P = const. Legt man zu dem
vorhandenen homogenen Magnetfeld B ein dazu senkrechtes homogenes elek-
trisches Feld E an, so liefert das Ohmsche Gesetz (32.3) (das bisher trivial er-
filllt wurde, weil alle Glieder einzeln verschwanden) iiber den Strombeschleu-
nigungsterm einen Strom j, der senkrecht zu B flieit. Wegen j X B+ 0 ent-
steht dann in der Bewegungsgleichung (32.1) eine Beschleunigung. Die Materie
setzt sich also in Richtung j X B in Bewegung. Folglich ergibt sich ein nicht-
verschwindender Term » X B antiparallel zu E (vgl. Abb. 36.4).

jE
®V
®jxB

vxB

Abb. 36.4 Lage der Vektoren im Fall E L B (das Zeichen ® deutet an, daB das Feld
Jj X B in die Zeichenebene hineinweist).

Das Glied L X B im Ohmschen Gesetz wirkt dem urspriinglichen elek-
trischen Feld entgegen. Nach einiger Zeit gibt es eine stationire Lésung, bei
der sich diese beiden Terme gerade kompensieren, also

(36.6) E +cl vXB=0, j=0, v =const.,, P=const.

Im Ruhsystem der Materie ist das elektrische Feld gerade wegtransformiert,
die Situation entspricht genau der Drift von geladenen Teilchen im elektrischen
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Feld in der Einteilchen-Beschreibung. Wir haben denselben Fall wie beim ho-
mogenen Elektronengas.

Die anfangs ruhende Materie setzt sich also senkrecht zu E und B in Be-
wegung, es handelt sich quasi um die Umkehrung des Hall-Effektes. Im Rah-
men der Hartmann-Strémung (§ 20) haben wir dieses Problem auch schon von
der anderen Seite her kennengelernt: So wie sich prinzipiell mit dem dort ge-
zeigten Mechanismus ein magnetohydrodynamischer Generator bauen 1ift
(Umwandlung von mechanischer Bewegungsenergie in elektrische Energie),
kann man hier mit dem umgekehrten Effekt eine ,,Plasmakanone** bauen. Man
denke sich einen mit Plasma gefiillten Plattenkondensator mit einem Magnet-
feld B parallel zu den Platten. Bei plotzlicher Einschaltung des elektrischen
Feldes (E 1 B) schiefit das Plasma seitlich aus dem Kondensator heraus
(vlE, vl1B).

§ 37. Wirbelsitze

In der Magnetohydrodynamik fanden wir als eine der wichtigsten Erschei-
nungen die bei unendlicher Leitféhigkeit in der Materie eingefrorenen Feldli-
nien. Der magnetische Fluf durch eine geschlossene Linie, die mit der Materie
mitstrémt, blieb konstant. In der Zweikomponententheorie bleibt das nur
noch angenihert richtig. Das sieht man besonders schon mit Hilfe der von
Schliiter (1959) hergeleiteten Wirbelsdtze.

Wir betrachten dazu ein besonders einfaches Plasma, das einer Zustandsglei-
chung der Form p = p (P) geniigen moge. Insbesondere sind darin auch die
Zustandsgleichung p = const. (inkompressible Fliissigkeit) und der Fall der
Isothermie (P = const. < p) eingeschlossen. Weiter moge der Strombeschleu-
nigungsterm 9j/d¢ vernachldssigt werden konnen, d.h., der Strom soll sich in
Zeiten, die kurz gegen die Stofizeiten der Teilchen sind, nicht dndern. Schlief-
lich sei die Leitfahigkeit unendlich. Mit diesen Annahmen lautet das verallge-
meinerte Ohmsche Gesetz

alZ
p(Z+1)

(37.1) E+loxB—2 jxB+ VP =0,
c pc

wobei a=m;/Ze=pflen ist.

Von dieser Gleichung wollen wir die Rotation bilden. Wegen der Identitit

(37.2) VX@ua) =u VXa+ VuXa
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und V X VP=0 ergibt sich aus dem letzten Term der Gl. (37.1)

aZ VP=—°£—V%X VP.

(37.3) VX 5@ Z+1

Da wir jedoch eine Zustandsgleichung der Form p = p (P) vorausgesetzt ha-
ben, sind die Flichen p = const. auch gleichzeitig Flichen P = const. Die
Gradienten von p und P sind also parallel, und das Vektorprodukt auf der
rechten Seite von Gl. (37.3) verschwindet. Es bleibt von Gl. (37.1) iibrig

1

. _1 o .
(37.4) — VXE = VX(0XB)— 7 VX(FjXB).

Mit der Maxwell-Gleichung — ¢ VX E = 0B/dt folgt daraus

(37.5) g—f = VX[(v—-%j)XB].

In der magnetohydrodynamischen Theorie erhielten wir eine ganz dhnliche
Gleichung (GL (10.13) fir A - %), nimlich

a—Bz

(37.6) o

VX (vXB).

Sie besagte, dafl der magnetische Fluf} durch eine mit dem Geschwindigkeits-
feld v mitgefiihrte geschlossene fliissige Linie konstant ist (vgl. § 10). Allge-
mein gilt: Immer wenn fiir ein Vektorfeld a, das der Beziehung V -a = 0
gehorcht, eine Gleichung der Form

da  _

(37.7) o

VX (wXa)

gilt, ist das Feld a im Stromungsfeld w eingefroren. (Der Beweis ist genau
derselbe wie in § 10, wenn wir dort @ =B und w = v setzen.) Damit kon-
nen wir jetzt aus der Giiltigkeit der Gleichung (37.5) schlieBen, daf} das Ma-
gnetfeld im Stromungsfeld v—aj/p eingefroren ist. Mit anderen Worten,
der magnetische Flu8 durch eine mit diesem Geschwindigkeitsfeld mitgefiihrte
geschlossene Linie ist konstant. Jetzt sind die Feldlinien nicht mehr im Ge-
schwindigkeitsfeld v der Materie eingefroren, sondern in einem fiktiven Str6-
mungsfeld »— aj/p, das selbst keine einfache physikalische Bedeutung hat.

Deshalb liegt es nahe, zu fragen, ob es statt des Magnetfeldes ein anderes
Vektorfeld gibt, das im Geschwindigkeitsfeld » eingefroren ist. Das gibt es
tatsdchlich! Wir setzen
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2
(37.8) (v~V)v=v"7 — oX (VX v)
in die Bewegungsgleichung ein und erhalten
ov v?
(37.9) 7 +V S = X (VXwv)=— jXB - —VP

Dividieren wir Gl. (37.1) durch o und addieren sie zu Gl. (37.9), so erhalten
wir
ov

@710 22 +v7— v X (VX v)—— : (E+%vXB)—-

1
Nz

Bilden wir die Rotation von diesem Ausdruck, so fillt nach den obigen Uberle-
gungen der letzte Term rechts wieder fort. Definieren wir weiterhin mit

(37.11) W= VXuv

die Wirbelstirke der Strémung, so ergibt sich

oW _ 1 1
(37.12) 57 = VX(OXW) + — VXE— VX(vXB),

und aus —c¢ V X E=0B/ot folgt schlieRlich

oW . 1 B _ 1
@713 W LB gy (oxm + - VX (vXB)
oder
(37.14) (w+ —5) = VX[vX(W+al—cB)].

Auflerdem ist

1 = . =
(37.15) V-w+ E?B) =V - (VXv)

also haben wir den in Gl. (37.7) ausgedriickten Fall. Ein Vergleich von Gl.
(37.14) mit Gl. (37.7) zeigt, daB im Geschwindigkeitsfeld v die Grofie

W + B/ac eingefroren ist. Fir B =0 bedeutet das, dal das Wirbelfeld
W=V X v eingefroren ist. Das ist ein in der Hydrodynamik altbekannter
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Wirbelsatz. Analog bezeichnen wir Gl. (37.14) als den Wirbelsatz der Zwei-
komponententheorie.

Die Zweikomponententheorie hat uns einen Satz geliefert, der die Bedin-
gung der eingefrorenen Feldlinien der Magnetohydrodynamik und die Bedin-
gung der eingefrorenen Wirbellinien der Hydrodynamik als Grenzfille enthalt.
Den Grenzfall der eingefrorenen Wirbellinien erhilt man, wenn das Magnet-
feld verschwindet. Wann erhdlt man den Grenzfall der eingefrorenen Feldli-
nien? Wann also ist W dem Betrag nach klein im Vergleich zu B/ac? Die
Grofe B/ac hat die Dimension einer Frequenz, und es gilt

B ZeB
(37.16) ‘E’E =

m; ¢ = Wgj .
wg; ist die Gyrationsfrequenz der lonen. [W| ist eine Art lokaler Rotationsfre-
quenz. Wenn ndmlich die Wirbelstirke nicht verschwindet, dann fiihrt die Flis-
sigkeit an jeder Stelle eine Drehbewegung aus, der man gemif der bei starrer
Rotatjon giiltigen Beziehung

(37.17) 2Q = |VXv| = |W|

eine Winkelgeschwindigkeit €2 zuordnen kann. Die Bedingung der eingefrore-
nen Feldlinien ist also dann gut erfiillt, wenn die lokale Winkelgeschwindig-
keit € klein ist im Vergleich zur Gyrationsfrequenz der Ionen.

Wir betrachten als Beispiel das Plasma in der Ionosphire. Die Gyrationsfre-
quenz der Ionen im Erdmagnetfeld betrédgt einige Kilohertz, wihrend
|Wi=1 (Tag)’l ist. W ist also zu vernachldssigen; das Magnetfeld ist
eingefroren.

Ist die Voraussetzung p = p (P) nicht mehr erfiillt, gilt der Wirbelsatz
(37.14) nicht mehr. Dann kann selbst bei unendlicher Leitfahigkeit magneti-
scher FluB erzeugt werden, ein Effekt, der in der Magnetohydrodynamik noch
nicht auftauchte. Im allgemeinen ist die FluBerhaltung dadurch aber nur ge-
ringfiigig verletzt.



Kapitel V11

WELLEN IN DER ZWEIKOMPONENTENTHEORIE

§ 38. Plasmaschwingungen

So wie wir in § 22 Wellenphinomene in der magnetohydrodynamischen
Niherung untersucht haben, indem wir kleine Schwingungen um eine magne-
tohydrostatische Losung betrachteten, so wollen wir jetzt die Gleichungen der
Zweikomponententheorie benutzen, um Wellenphdnomene zu studieren. Wir
gehen wieder von einem einfachen Zustand aus:

(38.1) v=0, E=0, j=0.

Bezeichnen wir die Grofien dieses Gleichgewichtszustandes mit dem Index o,
so folgt

(38.2) VP() = 0, VXB():O,
- 9B _
V-B, = 0, st =0

Wir wollen ferner im Gleichgewicht Isothermie annehmen, dann folgt aus der
rdiumlichen Konstanz des Druckes auch

(38.3) Voo = 0.

Da wir kleine Storungen betrachten, im besonderen also die Geschwindigkeit
klein sein soll, kdnnen wir uns auf die Form (32.1) bis (32.7) unserer Glei-
chung der Zweikomponententheorie beschrinken, bei deren Herleitung kleine
Geschwindigkeiten vorausgesetzt waren. Die Leitfdhigkeit nehmen wir als un-
endlich an. Bezeichnen wir in Anlehnung an Gleichung (22.1) die Storungen
mit dem Index , setzen wir also an:

m-
B=Bo+Bi, P=Po+Pi, p=po+p1=— (no+m),
(38.4)
v =v,, E=El’ j=jl’

dann erhalten wir durch Linearisierung das folgende System
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(38.5) Po é%l‘ = clh X By — VP,
(38.6) 224 1 V- (g v1)=0,
@87 el el gl ixp o+ —2 _up
: e’ny ot L 1P oo, It 2 P eny(Z+1) v
(38.8) ¢ VXB, = 4mj, %%,
_ _ 9B
(38.9) cVXE = -0
(38.10) vV-B, =o0.

Hierbei ist no die Elektronendichte des ungestorten Zustandes, die mit p,
durch

(38.11) Po =hjo My = ng m;/Z

zusammenhingt. Wir haben damit ein homogenes Gleichungssystem fiir die
Storgrofen vy, By, j1, Ey, p1 und P,. Die Gleichung (38.7) lit sich umfor-
men, wenn wir die schon frither in § 34 b definierte Plasmafrequenz wp ein-
fitlhren:

2 _ 4mngé
(38.12) wp = m, .
Dann ist
m, 0j 4m 9f
(38.13) e L _ T4
e‘ ng ot wp Ot

Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir an, dal das Magnetfeld homogen,
also B, = const. sei. Dann sind alle Koeffizienten in dem Gleichungssystem
(38.5) bis (38.10) konstant, und wir konnen einen Exponentialansatz machen:
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v,=%y, P,=Py, Bi=By,

(38.14) N 5 N
E1=E§b, jl=j¢’ Pl=P¢/

mit

(38.15) V=expli(wt—1-7],

dabei sind die neu eingefithrten Vektoren v ,E, E‘, f' und die Skalare ﬁ, ;
rdumlich und zeitlich konstant. Moglicherweise wird beim Losen unseres Glei-
chungssystems der eine oder andere dieser Vektoren und Skalare komplex
sein; die reellen Losungen des Systems erhalten wir dann aus den Realteilen
von v,, P, By, ... Der Exponentialansatz (38.15) stellt ebene Wellen
dar, I ist der Wellenvektor. Die Phase der Welle ist konstant auf Ebenen senk-
recht zu . Aus dem Ansatz (38.15) ergeben sich folgende Rechenregeln fiir
Differentialoperatoren

(38.16) %% = iwpy, = e, B LR,

(38.17) VP, = —ilP,,
(38.18) V+B,= —il*B;, V- wv,=—il* vy,

(38.19) VXBl =_‘11XB|, VXElz—lIXEl,

wovon man sich sofort durch Einsetzen iiberzeugt. Allgemein 143t sich sagen,
daf die beiden Differentialoperatoren V, d/0¢ formal dem Vektor / und der
Frequenz w entsprechen:
(38.20) V=il 2 =i

> ot )
Geht man damit in unsere Schwingungsgleichungen, so erhidlt man nunmehr
ein System algebraischer Gleichungen:

~

(38.21) {wpo B = 3+ TXBo+ilP,

~

(38.22) iwp =ipgl-v,
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(823) iLpwi=F+g? B XBo— % FX By — 55y - XIF,
(38.24) —icIXB =4n[+iwkE,

(38.25) cIXE = whB,

(38.26) IXEB = 0.

Dabei haben wir wieder die Konstante

_ Po _ ™M
(38.27) «= T e

eingefiihrt. Die Gl. (38.26) ist eine Folge von Gl. (38.25), sie kann also fortge-
lassen werden. Insgesamt haben wir dann noch vier Vektorgleichungen und ei-
ne skalare Beziehung. Als Unbekannte haben wir die Vektoren v ) ]N, E, B
und die Skalare P, p, die noch zusitzlich durch eine skalare Zustandsgleichung
verkniipft sind. Wenn man auch die Zustandsgleichung linearisiert, hat man ein
homogenes lineares Gleichungssystem mit ebensovielen Gleichungen wie Unbe-
kannten. Nicht-triviale Lésungen sind nur moglich, wenn die Determinante ver-
schwindet. Das gibt uns eine Beziehung zwischen ! und w, die Dispersionsre-
lation. Wenn zu vorgegebenem [ die Frequenz w aus der Dispersionsrelation
bestimmt wird, dann 1at sich fir / und w das System l6sen, und man kann

~ o~ o~

die Storgrofien v, ] E,B,P,p bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmen.

§ 39. Wellen im Plasma ohne Magnetfeld

Wir untersuchen hier und in den folgenden Paragraphen das in § 38 aufge-
stellte System der Wellengleichungen der Zweikomponententheorie in einigen
speziellen Fillen. Besonders einfach wird alles, wenn wir annehmen, daf} im
Gleichgewicht kein Magnetfeld vorhanden ist. Dann folgt aus Gl. (38.23)

(39.1) i

Dabei haben wir in dem vom Druckdiffusionsterm herrithrenden Glied den
Elektronendruck benutzt, wie er in der urspriinglichen Form (31.40) des ver-
allgemeinerten Ohmschen Gesetzes auftrat. Das erweist sich hier als zweckma-
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Rig, weil wir uns mit Schwingungen befassen werden, bei denen die Bewegung
der Elektronenkomponente vorherrscht.

Aus Gl. (38.24) folgt
(39.2) 41 = —iwE —iclXB,
und aus Gl. (38.25) erhalten wir

(39.3) IXE =28,

SUES

a) Longitudinale Wellen

Wir nehmen im Folgenden an, dafl / und E parallel sind, betrachten also
longitudinale elek trische Wellen. Dann folgt aus Gleichung (39.3), da} die Sto-
rung des Magnetfeldes verschwindet. Multipliziert man Gl. (39.1) skalar mit /,
dann folgt .

(39.4) P MY Ly F i LB e,
Wp Po

Andererseits folgt aus Gl. (39.2) durch skalare Multiplikation mit /
(39.5) 4amil-j = —iwl-E.

Also erhalten wir durch Einsetzen von Gl. (39.4) in Gl. (39.5)

w2 ~ a -~
39.6 - — 1) I‘E+i— P, 1*=0.
(39.6) (wpz ) oo e

Hieraus folgt bereits, dafl im Falle verschwindenden Elektronendruckes, also
etwa wenn man ein kaltes Plasma hat, die Schwingung mit der Frequenz
w == wp erfolgt.

Wir wollen aber hier den allgemeineren Fall betrachten. Dazu miissen wir
uns erst noch mit der Druckst6rung befassen. Wir nehmen an, die Elektronen
geniigten der Zustandsgleichung eines idealen Gases. Die Bewegung der Ionen
wollen wir vernachldssigen. Wir betrachten nur den eindimensionalen Fall, d.h.,
alle Bewegungen sollen nur in die / und —I Richtung erfolgen. Das gilt auch
fir die thermische Bewegung der Elektronen, die also nur einen Freiheitsgrad
besitzen sollen. Wir wollen ferner annehmen, daf sich das Elektronengas adia-
batisch indern moge. Dann gilt fir den Elektronendruck
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(39.7) Por _ Mo
Peo Reo

Im Fall von f Freiheitsgraden gilt v = (2+f)/f. Hier ist f=1, also vy =3,
und wir haben

P n
(39.8) -3
P Neo
Es ist also
3 ng P,
(39.9) Py = —20- 34 kT,
Neg

wobei k die Boltzmann-Konstante ist. Da die Elektronendichte gestort
wird, die Ionendichte aber nicht, miissen Raumladungen auftreten. Es
war 0o = 0 (vgl. §§31 u. 32), die Storung ¢, von ¢ wird dann

(39.10) 0, = —eHg,.

Nun folgt aus der Maxwellschen Gleichung V + E = 4T o die Beziehung
(39.11) il-E, = 4Teng,,

wobei wir fiir ne; einen Exponentialansatz gemif} Gl. (38.14) und (38.15)
gemacht haben. Damit ergibt sich aus Gl. (39.9)

> _ 3k TO . ~
(39.12) P, =i e I-E.
Gehen wir damit in die Gl. (39.6), so folgt
w? a 3kT, ,
(39.13) o = 1 + e 4Te
und mit den Definitionen von wp und «
(39.14) W = wp + Lo

e

Das ist die Dispersionsrelation fiir longitudinale Wellen in einem Plasma der
Temperatur T, bei verschwindendem Magnetfeld. Fir 7o >0 geht w ge-
gen wp. Die Phasengeschwindigkeit vp der Wellen ist
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2

w wp  3kT, ?
: “p

)

(39.15) Vpn = o~

und die Gruppengeschwindigkeit folgt durch Differentiation:

(39.16) vy =32 = KT 2y

3k To 2
dl me

)

Fiir hohe Temperaturen und kleine Wellenlidngen tiberwiegt der zweite Term
in Gl. (39.14). Wir bekommen dann nach Gl. (35.15) fur die Gruppengeschwin-
digkeit der Longitudinalwellen

3kT, 3nek Ty 3P,

39.17 Voo = U2 = = = ,
( ) ph gt me he Mg Pe

wobei p die Dichte der Elektronenkomponente bezeichnet. Gl. (39.17) ist
aber gerade die Beziehung fir die Schallgeschwindigkeit vg in einem Gas

Yy P

(39.18) vy = p

Als Grenzfall hoher Temperaturen und kleiner Wellenldnge erhalten wir also
Schallausbreitung in Elektronengas (hier ist y = 3, da wir nur einen Freiheits-
grad beriicksichtigt haben).

b) Transversale Wellen

Wir nehmen jetzt an, da} der Wellenvektor I senkrecht auf dem elektri-
schen Feld E stehe. Ferner soll » =0 sein. Dann ist wegen Gl. (38.22) auch
=0 und damit auch = 0. Wenn wir dann Gleichung (38.25) vektoriell
mit / multiplizieren, erhalten wir zusammen mit Gl. (39.3) und (38.24)

(39.19) IXUXE)=LIXE = - ‘—”(‘—‘ﬂ T+2 .
Nun gilt die Identitit
(39.20) IX(UXEy=1(1-E)—EI?,

und wir erhalten wegen /+ E'= 0 zusammen mit der Gl. (38.23) und wegen
B,=0,P=0
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(39.21) (21 -w) E = —4Tiwj = —wp E.

Damit folgt fur die Dispersionsrelation
(39.22) G Wt wp = 0.

Die Phasengeschwindigkeit up,p, ist demnach gegeben durch

2 2
2 « (&
39.23 Uph = = = v = .
( ) ph _ p- 1 — PZ/ 2

€
E,

|

£

fir die Gruppengeschwindigkeit vy, erhalt man

2
(39.24) v = 2 - Ao
/ w*

Wir beschriinken uns zuerst auf den Fall w > wp: dann folgt, da die Phasen-
geschwindigkeit grofier ist als die Lichtgeschwindigkeit, die Gruppengeschwin-
digkeit dagegen (Gott sei Dank!) kleiner. Allgemein folgt aus Gl. (39.23) und
(39.24)

(39.25) Uph * Vgr = 7.

In Analogie zur Optik kénnen wir einen Brechungsindex N definieren:

C ,/ w :
(39.26) e = =5
Uph w

Wenn die Frequenz w grofd gegeniiber der Plasmafrequenz ist, gehen Phasen-
und Gruppengeschwindigkeit in die Lichtgeschwindigkeit iiber, und der Bre-
chungsindex wird gleich 1. In der Tat stellen unsere Transversalwellen elektro-
magnetische Wellen im Plasma dar. Wie man aus Gl. (38.25) sieht, folgt die
bekannte Beziehung fir die Amplitudenvektoren elektromagnetischer Wellen:

(39.27) B="-IXE.

£
w
Wir finden aber bereits jetzt wesentliche Unterschiede gegeniiber der Wellen-
ausbreitung im Vakuum. Das Plasma ist ein dispergierendes Medium; Wellen
verschiedener Frequenz haben verschiedene Phasen- und Gruppengeschwindig-
keit. Ein elektromagnetisches Signal, das in verschiedenen Frequenzen gleich-
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zeitig ausgesandt wird, erreicht den Beobachter zu verschiedenen Zeiten. Wir
werden im § 40 sehen, daf} das interstellare Plasma auf diese Weise die Radio-
pulse der Pulsare beeinflufdt.

Was wird, wenn w <wyp ist? Wir denken uns im Plasma einen Sender der
Frequenz w <wp. Dann folgt aus Gl. (39.22), da ! imaginir ist. Aus unse-
rem Exponentialansatz (38.15) folgt also, daff das elek tromagnetische Wechsel-
feld eine stchende Welle darstellt, deren Amplitude mit dem Abstand vom Sen-
der exponentiell abfillt. Eine gleichfalls mogliche stehende Welle, deren
Amplitude exponentiell mit dem Abstand steigt, kdnnen wir im Fall
des unendlich ausgedehnten Plasmas wegen der Singularitit im Unendli-
chen ausschlieflen. Fir Frequenzen unterhalb der Plasmafrequenz gibt
es also iiberhaupt keine Ausbreitung. Der Brechungsindex N = c/vpp
wird imagindr. Bei Ausbriichen auf der Sonne, bei denen elektromagen-
tische Wellen entstehen, kommen nur immer solche Frequenzen zu uns,
die oberhalb der dortigen lokalen Plasmafrequenz liegen. Wir werden dieses
Phinomen in § 41 behandeln.

§ 40. Die Frequenzdrift der Pulsarsignale

Gleich bei der Entdeckung der Pulsare im Jahre 1968 stellte man fest, daf}
ihre scharfen Radiopulse in verschiedenen Frequenzen zu verschiedenen Zei-
ten ankommen. Die Erscheinung ist in Abb. 40.1 wiedergegeben. Das Signal
kommt in der niedrigeren Frequenz spiter an als in der h6heren. Da man an-
nehmen muf, da} der Puls in allen Frequenzen gleichzeitig ausgesandt wird,
muf} die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Signals von der Frequenz abhingen.
Das ist nach Gl. (39.24) in der Tat zu erwarten. Aus Gl. (34.18) folgt nach
Einsetzen der Zahlwerte fiir die Naturkonstanten

(40.1) wp = 3X10° * n,.

Nehmen wir die Elektronendichte zu 0.1 cm™ an, so folgt wp ~ 1.8 X 10%.
Fiir sichtbares Licht ist w =~ 10", gemaf Gl. (39.24) ist die Gruppengeschwin-
digkeit also sehr nahe bei der Lichtgeschwindigkeit. Anders ist es dagegen bei
Radiowellen im Meter-Gebiet. Dort liegt die Frequenz bei w ~ 3 X 10°, also
wesentlich niher bei der Plasmafrequenz, und die Dispersion macht sich schon
bemerkbar. Man kann die Frequenzabhéngigkeit der Laufzeit benutzen, um
Information iiber die Elektronendichte des interstellaren Mediums zu erhalten.
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103-5MHz

407-5 MHz

—

50 ms t

Abb. 40.1 Pulsarsignal in zwei Frequenzen. Der Puls kommt in der hoheren Fre-
quenz frither an.

Fiir w > wp ist die Laufzeit At eines Signals der Frequenz w vom Sen-
der A zum Beobachter B:

2

I T 2, 52 11 wp
(40.2) (A’)“’"{v—g,_?i(l wp /w?) dM;{(l > %) ds,

dabei ist ds das Linienelement der Wegstrecke von 4 nach B. Analog hat
man fiir die benachbarte Frequenz w + dw:

1 & 1 wp

P
40.3 At == {1+ —=—
(40.3) B tsw = 5 { (143 (w+8w)z)
Der Laufzeitunterschied ist dann

8t = (ADw+sw — (DD
1 1 1, 82

(404 ~ 3 lwrar ~ @] Joeres

dw

2
3 wp ds.

1
c

E—

Setzt man darin den Ausdruck (34.18) fiir die Plasmafrequenz ein, so folgt

C W

Dne

(40.5) 8—<£=Cw3/l}nds=
) 5t 4 ¢
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mit

40.6 c = e
( . ) _4,n-e29

wobei 7, die iiber die gesamte Wegstrecke AB gemittelte Elektronendichte
ne istund D die Entfernung zwischen Sender und Beobachter. Die Formel
(40.5) gestattet auch zu priifen, ob es sich bei einer beobachteten Frequenz-
abhingigkeit der Eintreffzeit eines Signals um einen Effekt von der hier be-
trachteten Art handelt, das Verhiltnis §w/8¢ mufl dann ndmlich proportional
zu w> sein. Das stimmt tatsichlich fiir die Pulsare, Abb. 40.2 zeigt die Fre-
quenzdrift 8v/5¢ des Pulsars CP 1919 in Abhingigkeit von der Frequenz

v = w[2T (nach Maran, Cameron 1968). Die drei Meffpunkte mit ihren Feh-
lern liegen sehr genau auf der theoretischen Kurve.

bv
5t
15
:/
10
8 &V, 3
5t~V
64
L /l/*
70 100 150 v(MHz)

Abb. 40.2 Frequenzdrift der Signale des Pulsars CP 1919 in Abhingigkeit von der
Frequenz (nach Maran, Cameron (1968)). Die Skalen sind logarithmisch.

In der Theorie des interstellaren Mediums definiert man das Dispersions-
mafl DM als eine aus Pulsarsignalmessungen fiir das interstellare Medium be-
stimmbare charakteristische Grofe, sie ist im wesentlichen das Integral im
Nenner von Gl. (40.5)

B
(40.7) DM = | neds.
A

Dabei wird n, in cm™3 gemessen, ds dagegen mit der Vorliebe der Astrono-
men fiir Einheiten, die dem Physiker miffallen, in Parsec angegeben (abgekiirzt
pc, es ist 1 pc = 3.262 Lichtjahre = 3.086 X 10'® cm). Durch Messung der
Eintreffzeiten der Signale in zwei benachbarten Frequenzen kann DM direkt
bestimmt werden. Das Dispersionsmaf} fiir den zuerst entdeckten Pulsar

CP 1919 ist 12.55 pc cm™. Fiir den berithmten Crab-Polsar NP 0532 erhilt man
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DM = 56.9. Die Entfernung zum Crab-Pulsar hat man unabhéngig zu 2000 pc
bestimmt. Damit folgt fiir die mittlere Elektronendichte auf der Wegstrecke

(40.8) A, = 0.028 cm™3.

Leider gibt 7, keinen Aufschluf, wie die die Dispersion erzeugenden Elek-
tronen lings der Wegstrecke verteilt sind. Wenn etwa — wie beim Crab-Pulsar—
das Objekt selbst in eine stark ionisierte Wolke eingebettet ist, kann ein we-
sentlicher Teil der Dispersion dort entstehen. Zur Bestimmung von 7, aus DM
ist aufBerdem die Kenntnis der Entfernung des Pulsars n6tig. Wir haben jedoch
nur von wenigen Pulsaren Information iiber ihren Abstand vom Sonnensystem.

Genaues Studium der Frequenzdrift der Signale verschiedener Pulsare er-
gibt, daB 71, in dem damit erfaften Raumbereich zwischen 0.02 (Bridle, Venu-
gopal 1969) und 0.09 (Davies 1969) schwankt. Die groiten Werte erhilt man,
wenn das Signal direkt in der galaktischen Ebene lduft.

§ 41. Ausbreitung von Radiowellen in der Korona der Sonne

Die Sonne ist von einer heifien ionisierten Gashiille umgeben, der Sonnen-
korona, die bei totalen Sonnenfinsternissen iiber mehrere Sonnenradien hinaus
beobachtet werden kann. Die Temperatur liegt bei etwa 10° °K. Die Elektro-
nendichte n, nimmt nach auflen hin ab. In grober Niherung gilt im Abstand
R vom Zentrum die empirisch bestimmte Allen-Baumbach-Formel (vgl. Unsold
1955)

(41.1) ne = [1.55 (R/R,)™® +2.99 (R/Ro) "*]X 108,

wobei R, der Sonnenradius ist. In einigem Abstand von der Oberfliche kann
man den zweiten Term in der eckigen Klammer vernachléssigen. Die lokale
Plasmafrequenz wp sinkt dann etwa wie R ™2 nach aufen hin ab. Geht man
von der Kreisfrequenz wp zu vp = wp/27 iiber und mit man vp in MHz,
so gilt wegen GL. (40.1)

(41.2) vp = 112X 10* (R/Ro)73.

Eine Radiowelle der Frequenz v kann sich in einer bestimmten Hohe iiber der
Sonnenoberfliche nur dann ausbreiten, wenn v >vp ist. Das ist schematisch
in Abb. 41.1 dargestellt. Fiir eine vorgegebene Frequenz v, gibt es nur Aus-
breitung fir R > R,, wobei R; durch vp(R;)=v; bestimmt ist.
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v

Vi

R
Abb. 41.1 Die Plasmafrequenz vp in Abhéngigkeit vom Abstand von der Sonne.

a) Brechung von Radiowellen in der Sonnenkorona

Wir definierten bereits in Gl. (39.25) den Brechungsindex

5 2
(41.3) N = 1-2_';2 = \/1 ve

- V2 >

der gemidf Gl. (41.2) fiir eine vorgegebene Frequenz v von R abhingt. Die
Ausbreitung von Radiowellen ist damit zuriickgefiihrt auf ein Problem der geo-
metrischen Optik: gesucht ist der Lichtweg in einem Medium mit variablem
Brechungsindex N. Wir betrachten einen Strahl der Frequenz v, der aus dem
Weltall kommend auf die Korona trifft. Dann gilt das Snelliussche Gesetz, und
mit Hilfe einer elementargeometrischen Herleitung 143t sich zeigen, dal lings
des Lichtstrahls die Gleichung

(41.4) NRsini = a = const.

gilt. Dabei ist i der Winkel zwischen Strahl und Radiusvektor und a der
asymptotische Abstand zwischen Strahl und der Verbindungslinie Sonnenmit-
telpunkt-Beobachter (vgl. Abb. 41.2).

Abb. 41.2 Zur Definition der im Reflexionsgesetz (41.4) auftretenden Grofien.
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Wir geben hier keinen Beweis der Relation (41.4); man findet eine einfache
Herleitung in R. Emdens beriihmtem Buch iiber Gaskugeln (Emden 1907). Wir
wollen statt dessen die Eigenschaften von numerisch bestimmten Strahlen dis-
kutieren. Burkhardt und Schliiter (1949) haben mit Hilfe von Gl. (41.4) fiir

die Dichteverteilung (41.1) Strahlen fiir verschiedene Wellenlingen berechnet.
Es ergab sich dabei im Groben das folgende Bild: Senkrecht auftreffende Strah-
len (also solche, die direkt auf das Sonnenzentrum zielen) werden in derjeni-
gen Tiefe reflektiert, in der ihre Frequenz gleich der lokalen Plasmafrequenz
wird. Schrig eintreffende Strahlen dagegen werden schon frilher zuriickgewor-
fen (vgl. Abb. 41.3).

Sonnenoberfidche

Abb. 41.3 Radiostrahlen gleicher Frequenz, aus verschiedenen Richtungen kom-
mend, dringen verschieden tief in die Korona ein.

Welche Strahlen einer festen Frequenz werden nun von der Sonnenkorona
in eine feste Richtung gebeugt — etwa in die Richtung eines Beobachters auf
der Erde? Das ersiecht man aus Abb. 41.4: Jeder Strahl hat einen Punkt grof-
ter Anndherung. Die Punkte grofiter Annéherung liegen auf einer Fliche (in
der Zeichnung punktiert), die auerhalb der Fliche v = vp liegt und die die
Fliche v =vp dort beriihrt, wo sie dem Beobachter am nichsten ist. Wie man
sieht, werden von fast allen Stellen des Himmels Radiowellen zum Beobachter
hin gebeugt. Wire die Sonnenkorona streng kugelsymmetrisch, dann wiirde
sich der ganze Radiohimmel mit all seinen Quellen in ihr spiegeln. Im Zentral-
teil der Koronascheibe wiirde der zur Sonne blickende Radioastronom die
Quellen wahrnehmen, die hinter seinem Riicken stehen. Auf dem Rand der
Scheibe zusammengedriickt erschiene der vor ihm stehende Teil des Himmels.
Nur der von der Sonnenkorona verdeckte Teil wiirde fehlen. Leider ist die
Sonnenkorona nicht kugelsymmetrisch aufgebaut. Unregelmifige Oberfla-
cheneigenschaften der Sonne und damit zusammenhingende Magnetfelder
lassen die Elektronendichte rdumlich und zeitlich fluktuieren — der Sonnen-
spiegel ist zu rauh, um wirklich abzubilden.
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Abb. 41.4 Strahlen gleicher Frequenz, aus verschiedenen Richtungen kommend,
werden in der Korona in verschiedenen Tiefen reflektiert und zum Be-
obachter geworfen. Die Korona wirkt fiir die Radiostrahlung wie eine
spiegelnde Kugel (nach Burkhardt und Schliiter (1949)).

b) Radioausbriiche auf der Sonne

Im Bereich der Radiowellen beobachtet man auf der Sonne von Zeit zu
Zeit kurzzeitige Ausbriiche (bursts), bei denen die Intensitit um viele Zehner-
potenzen gegeniiber der Strahlung der ruhigen Sonne ansteigt — oft bis auf das
10° fache.

0 10 20 30 40

10'
t (min)
m 1
10? /
10%
v (MHz)

Abb. 41.5 Schematisches Zeit-Frequenz-Verhalten verschiedener Typen solarer
Radioausbriiche (nach Boischot (1967)).
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Diese Ausbriiche erstrecken sich iiber kurze Zeiten von unter einer Sekunde

bis zu mehreren Minuten. Von diesen nach ihren verschiedenen Erscheinungs-
formen in Typen klassifizierten Radioausbriichen sind die vom Typ II und III
besonders interessant. Sie beginnen bei etwa 100 oder 200 MHz und dauern
bei Typ II etwa 10 Minuten, bei Typ III nur 0.5 — 1 Sekunde. Dabei verschiebt
sich das Maximum der Strahlung immer mehr zu niedrigeren Frequenzen (vgl.
Abb. 41.5). Diese Erscheinung hingt eng mit den Ausbreitungseigenschaften
elektromagnetischer Wellen im Plasma der Korona zusammen:

Man denke sich einen Sender, der in allen Frequenzen Radiostrahlung ab-
geben moge. Dieser Sender befinde sich anfangs auf der Sonnenoberfliche. Im
Laufe der Zeit moge er langsam in den Weltraum aufsteigen. Welche Radio-
strahlung wiirde man dabei auf der Erde messen? Anfangs dringen nur Wellen
zu uns, deren Frequenz grofer ist als die Plasmafrequenz am Boden der Koro-
na. Je hoher der Sender aber steigt, umso weiter sinkt die lokale Plasmafre-
quenz und umso niedrigere Frequenzen kommen zur Erde.

Abb. 41.6 Von einem auf der Sonne aufsteigenden Sender, der im Zeitintervall
(t1, t3) in allen Frequenzen sendet, kommt nur Strahlung zu uns, deren
Frequenz grofer als die jeweilige lokale Plasmafrequenz ist. Im Laufe
der Zeit kommen immer niedrigere Frequenzen. Schraffiert ist der Be-
reich der Wertepaare ¢, v, fir die wir ein Signal erhalten.

Man sollte ein zeitabhidngiges Spektrum beobachten, wie es in Abb. 41.6 sche-
matisch gezeichnet ist. Die niedrigste Frequenz, die man gerade noch empfingt,
ist gleich der Plasmafrequenz am augenblicklichen Ort des Senders. So kann
man das spektrale Verhalten bei den Ausbriichen vom Typ II und III deuten.
Die Quelle steigt auf, und deshalb wird die Frequenz der empfangenen Strah-
lung immer niedriger. Allerdings sind die Vorginge komplizierter. Der ,,Sen-
der** strahlt nicht in allen Frequenzen gleichméfig. Neben der Strahlung im
Bereich der lokalen Plasmafrequenz (in Abb. 41.5 beim Typ II-Spektrum der
obere Streifen) kommt in den meisten Fillen nur noch die erste Oberschwin-
gung (unterer Streifen im Typ II-Spektrum) abgestrahlt.
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Aus der beobachteten Frequenzdrift kann man den zeitlichen Verlauf von
vp, d.h. von n, bestimmen. Aus Gl. (41.1) ergibt sich daraus R als Funktion
der Zeit und damit die Aufstiegsgeschwindigkeiten der sendenden Materie. Fiir
die Ausbriiche vom Typ II findet man 400—500 km/sek, fiir solche vom Typ HI
Geschwindigkeiten bis zu 40% der Lichtgeschwindigkeit (vgl. etwa Boischot
1967)!

§ 42. Wellenausbreitung entlang magnetischer Feldlinien

In § 39 untersuchten wir Wellenlosungen der Zweikomponententheorie nur
fur den Fall verschwindender Magnetfelder. Wir wollen jetzt ebene Wellen in
Gegenwart eines Magnetfeldes studieren und beschrinken uns daher auf den
Fall, da} das ungestorte Magnetfeld B, rdumlich und zeitlich konstant ist.
Wiederum sollen Ey, vy, jo verschwinden. Wir werden ferner nur solche
Stérungen betrachten, bei denen die Vektoren / und E senkrecht aufeinan-
der stehen. Wir betrachten also nur transversale Wellen. Aulerdem versuchen
wir Losungen zu finden, fiir welche die DruckstSrung P verschwindet. Das ist
der Fall, wenn [ und v senkrecht aufeinander stehen, da dann nach der Kon-
tinuitdtsgleichung (38.22) die Dichtestorung verschwindet. Der Vektor [ soll
parallel zu B, sein, wir betrachten also Wellenausbreitung entlang der Feld-
linien.

a) Die Dispersionsrelation

Wie in § 39b gewinnen wir durch vektorielle Multiplikation von Gl. (38.25)
mit / und unter Benutzung von Gl. (38.23) und (38.24) wegen I+ E =0 die
Beziehung

(42.1) — (@1 —w?) F = 4miw].

Gl. (38.23) liefert uns
(42.2) i 2 }'=E+cl ?;><Bo—p—— FX Bo,

und schlieflich erhalten wir aus der Bewegungsgleichung (38.21) die Beziehung

(42.3) i po S=clj~><30.
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Hieraus geht hervor, dafy v senkrecht auf B, und damit auf / steht in Uber-
einstimmung mit unserer Annahme p 0 und P=0. Multipliziert man Gl.
(42.3) vektoriell mit By, dann erhilt man -

(42.4) iwp, © X By =% (7 X By) X B,.
Setzt man das in Gl. (42.2) ein, so folgt zusammen mit Gl. (42.1)

4T -~ 4micw
W —] = ———s=J +
(42.5) i , le 122 J

g (S
Gorps BoX G X Bo) == iXBo.

Damit haben wir nun eine lineare, homogene Gleichung fiir die Storung ;, vor-
liegen. Mit der Identitat

(42.6) Bo X ( XBo) = jB& — By (j - Bo)

erhalten wir wegen 7|| E (vgl. Gl (42.1)) und wegen E L B, die Beziehung

(42.7) idj + 2% xB,=0,
Po €
mit
4T w? 4T W2 By’
(42'8) A - wP2 w2_C2l2 c2 0o .

Wir wollen nun die Richtung I, in die das magnetische Feld B, weist, als
die z- Richtung\‘eines kartesischen Koordinatensystems wihlen. Die Wellenebe-
ne,in der E, j und v liegen, wird dann durch die x- und lechtung aufge-
spannt. Die Storung ] des Stromes hat dann nur die Komponenten 7 und ]y.
Damit ergibt sich wegen

(42.9) 7 X Bo =(j, Bo, —jxBo,0)

aus Gl. (42.7) das folgende System

L awBy ~
(42.10) idj, + o c jy =0,
(42.11) @B x4 f =0

Po €
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Fiir eine nicht-triviale Losung muf} die Determinante

2
o? w?B,
—2 7

75—
Py €

(42.12) D=

verschwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn die folgende Dispersionsrela-
tion gilt:

4 w2 4T (.02 802 aw Bo —_
4 - + - -

Fiihren wir wieder den Brechungsindex N = c/vp, =c l/w ein, so folgt

4t am L
PoC Lot _TO+anB°'

@214) L% o

Die Dispersionsrelation lafit sich viel einfacher schreiben, wenn wir die Gyra-
tionsfrequenz der Elektronen wge = — e Bo/m, ¢ einfilhren. Dann erhalten
wir wegen po = n;m; =ne miy/Z und a=py/en, =m;/Z e die Beziehung

2

1 (4)2 Bo Bo
_ = = _ _Z0 _
1 —N? wp 4T pg 2 cw 4mcen,
(42.15)
_ow _Ime me 2o, Me o <Bo
wy m; 4T n,e* & 4Tn, 2 Me ¢

2

Mit 1/(.4)])2 = m,/4Tne e und mit der Gyrationsfrequenz der Ionen

_ ZCBO _ Zme
folgt schliellich
w 2
(42.17) 1 —N? = 3

2 _ .
w € Wge Wt WejWye

Das ist eine Verallgemeinerung unserer fritheren Dispersionsrelation (39.26).

In der Tat geht GI. (42.17) fiir verschwindende ungestorte magnetische
Feldstdrke in unsere frilhere Gleichung (39.26) iiber. Im Falle eines nicht-
verschwindenden Magnetfeldes erhidlt man wegen der beiden Vorzeichen von €

).
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aber nunmehr zwei Phasengeschwindigkeiten. Was bedeutet das? Zur Abkiir-
zung setzen wir

awB

42.18
(42.18) %G

= G.

Die Dispersionsrelation (42.13) besagt dann, dal 4 = —¢€ G ist. Aus Gl.
(42.10) folgt dann

= —e€i.

Q)

~~_ G
(42.19) Ixliy = —ja =1

Da E ~ ; ist (Gl. (42.1)), so folgt auch fiir die Komponenten Ex,fy von E

~ o~

(42.20) EJE, = —ei.

Physikalisch interessieren nur die reellen Komponenten von E. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf} E. . reell sei (das
1aBt sich immer durch eine geeignete Wahl des Anfangspunktes ¢ = 0 errei-
chen). Dann folgt fiir den Realteil der x-Komponente des elektrischen Feldes
in der Ebene z =10

(42.21) Re (£, el“?) = £, cos wt

und fir den Realteil der y-Komponente

42.22) Re (E, ") =Re (eif, el¥?) = — € E, sinwt.
y

Aus Gl. (42.21) und (42.22) sieht man, da} der Vektor E mit der Winkelge-
schwindigkeit w in der x-y-Ebene rotiert, unsere beiden (reellen) Komponen-
ten des elektrischen Feldes geben also eine zirkular polarisierte Welle wieder.
Die beiden moglichen Vorzeichen € = ¥ 1 in Gl. (42.17) entsprechen den bei-
den Drehrichtungen, dem links- und dem rechtspolarisierten Fall! Wie man
aus Gl. (42.17) sehen kann, haben die beiden verschiedenen Polarisationssinne
verschiedene Phasengeschwindigkeiten.

Setzt man in Gl. (42.21) und (42.22) € = + 1, so rotiert der elektrische
Vektor in der x-y-Ebene im mathematisch negativen Sinne, also in dem Sinne,
in dem eine positive Ladung gyriert. Man nennt daher die zugehorige Welle die
ordentliche Welle. Der Fall e =— 1 liefert die auBerordentliche Welle.
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b) Grenzfille

Wir wollen jetzt die Dispersionsrelation (42.17) etwas genauer studieren.
Wir betrachten die Grenzfille w —> < und w— 0.

1. w—>o

Im Grenzfall beliebig hoher Frequenzen verschwindet die rechte Seite von
Gl (42.17),es wird N =1 und vy, = ¢, d.h., wir bekommen elek tromagne-
tische Wellen. Dasselbe gilt auch fiir den Grenzfall verschwindender Teilchen-
zahldichte n, da dann wp gegen Null geht.

2. w—>0

Im Grenzfall dem Betrage nach sehr kleiner Frequenzen, d.h., wenn
jw| < |wgel, erhalten wir wegen n~n, ~Zn; und n;m; = p, aus Gl
(42.17)

Lo = wp _ ame’Zn _mic_ mec
(42.23) Wej Wee me ZeB, eB,
_ 4TT;;0 ot = — c
B, 0.2

Dabei ist vpo = Bo/V4Tpe die Alfvén-Geschwindigkeit. Es ergibt sich also

2
[4 4
(42.24) - -5 = - 55,

2
vph A

<

Nunist c* vy’ > 1, alsomuBauch ¢/ v,y > 1 sein;die 1 auf der lin-
ken Seite von Gl. (42.24) kann also vernachlissigt werden. Es folgt

(42.25) Uph = % Ua.

Im Fall sehr kleiner Frequenzen bekommt man also Alfvén-Wellen.

c¢) Resonanzen

Der Fall, da8 der Nenner in Gl. (42.17) verschwindet, daB also |[N?| - oo,
verdient besondere Aufmerksamkeit. Wir betrachten dazu die Nullstellen des
Nenners in Gl. (42.17), also die Nullstellen der Funktion

(42.26) F(W)= w? — € wyew + Wi Wee (e = F1).
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Sie sind gegeben durch

w Woj
(42.27) Wy = 7‘“— (et1%2 —F)
Wee

Dabei wurde die Wurzel in eine Reihe entwickelt, die wegen wgj < wge nach
dem zweiten Glied abgebrochen wurde. Im Fall von € = + 1 erhalten wir

—u A
(4228)  wyy z% (Wge  Wge T2 Wgi) = { ety
gi
Dabei gilt rechts der obere Ausdruck fiir das obere Vorzeichen, der untere Aus-
druck fiir das untere Vorzeichen. Fiir e = — 1 enthalten wir entsprechend

1

(42.29) w5 (— wge * Wge 2 wyj) = l - Wgis

- wge+ Wei x— Wee-

1-N?

Abb. 42.1 1 — N? fiir verschiedene Werte von w. Die Kurve der ordentlichen Welle
ist jeweils durchgezogen, die der auflerordentlichen Welle ist gestrichelt.
Wellenausbreitung kommt nur zustande, wenn (1 — N2) < 1. Die Zeichnung
ist nicht mafistabsgetreu. Die wirklichen Verhiltnisse sind in Abb. 42.2
wiedergegeben.

Die Verhiltnisse sind schematisch in Abb. 42.1 wiedergegeben. Dort ist
1 —N? fiir verschiedene Werte von w aufgezeichnet. An den Nullstellen der
Funktion f (w) wird 1 —N? unendlich. Der Fall € =+ 1 ist durchgezogen
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eingezeichnet, der Fall € = — 1 gestrichelt. Im Grenzfall «w -0 wird fiir bei-
de Wellensorten 1 —N? = wlf [ wgi wge und Vpp = va. Im Fall w ~ o wird
1—N?=0 und v, =c.

Wir beschrinken uns im Folgenden auf w > 0: Die ordentliche Welle hat
gemidf Gl. (42.28) bei wy; eine Singularitit, die auBerordentliche gemaf Gl.
(42.29) bei — wge. Ausbreitung ist nur méglich, wenn N2 >0 (N reell), also
nur dort, wo die Kurven unterhalb der punktierten horizontalen Geraden
1 —N? =1 liegen. Im Gegensatz zu Abb. 42.1, die die Verhiltnisse nur sche-
matisch wiedergibt, haben wir 1 —N? als Funktion von w in Abb. 42.2
quantitativ richtig wiedergegeben. Wegen |wg;l = |wge|/1837 fillt in der
Zeichnung wg; praktisch mit w =0 zusammen. Wir unterscheiden dann die
folgenden Bereiche:

1-N?

-20-

|
!
|
|
|
|
[

Abb. 42.2 Brechungsindex der ordentlichen und auflerordentlichen Welle in Abhin-
gigkeit von . Die Gerade w = wy; fillt praktisch mit der Achse w =0
Zusammen.

1. w>— wge

Hier ist fiir beide zirkularen Polarisationsrichtungen Ausbreitung moglich.
Der Brechungsindex fiir die ordentliche Welle ist aber kleiner als der fiir die
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aufierordentliche Welle. Wenn w von oben her an —wg, herankommt, dann
wird N? <0 fiir den Fall € =— 1. Die auRerordentliche Welle kann sich
dann nicht mehr ausbreiten. Was mit der ordentlichen Welle geschieht, hidngt

von der Plasmafrequenz ab. Fiir die ordentliche Welle wird bei w =— wg,
wp n
(4230) Nim~l— —— =1-271cm, =% .
2"’*’ge BO

Nur wenn ne/Bo2 <1/2mc*m, gilt, ist dort noch N reell, und wir bekom-
men auch Ausbreitung der ordentlichen Welle fiir w > — wg (vgl. Abb. 42.2).

2. wgi <w<— wg

In diesem Bereich kann sich im wesentlichen nur die auflerordentliche Wel-
le ausbreiten. Insbesondere ist keine elliptische oder lineare Polarisation mdog-
lich, da sich diese Wellenarten aus beiden Drehrichtungen des zirkular polari-
sierten Lichtes zusammensetzen. Fiir die ordentliche Welle gibt es allenfalls ei-
nen kleinen Bereich der Ausbreitung fir w <— wge, ndmlich wenn nach Gl
(42.30) N bei w=—wge reell ist (vgl. Abb. 42.2).

3. w<wyg

Hier konnen sich wieder beide Wellenarten ausbreiten, wieder ist der Bre-
chungsindex verschieden. Fiir den Grenzfall w — 0 werden beide Phasenge-
schwindigkeiten gleich der Alfvéngeschwindigkeit (vgl. Gl. (42.25)). In der Tat
konnen wir aus den beiden zirkular polarisierten Wellenanteilen linear polari-
sierte Wellen zusammensetzen, die dann identisch werden mit den frither be-
handelten Alfvénwellen.

§ 43. Der Faraday-Effekt und das interstellare Magnetfeld

Die in § 42 hergeleiteten Unterschiede in der Ausbreitungsgeschwindigkeit
verschieden zirkular polarisierter Wellen werden zur Messung von interstellaren
Magnetfeldern benutzt. Betrachten wir eine elektromagnetische Welle mit
W > |wgel, so gilt wegen Gl. (42.17)

2 2
w 1 w w Wei W
(43.1) 1—-N? = ;;’. . : N2 (1+e :se___s'__ﬁs)
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Dabei entspricht das Vorzeichen € =+ 1 der ordentlichen Welle, ihr Bre-
chungsindex NV, ist also

2
w w, Wy W
2 e
Entsprechend bekommt man fiir € =—1 den Brechungsindex der auleror-
dentlichen Welle
2
w w Wei W,
(43.3) N_2=1_-w1; (- :)e _ g(ldzge)'

Von einem Sender moge nun eine linear polarisierte Welle ausgehen. Wir
betrachten dann die Ausbreitung der beiden zirkular polarisierten Komponen-
ten, aus denen diese Welle zusammengesetzt ist. Die Ausbreitungsrichtung der
Welle stehe senkrecht auf der x-y-Ebene. In ihr sei die ordentliche Welle durch
ihren elektrischen Vektor

(43.4) E, = (Ex+,Ep) = E (coswt, sinwt)

beschrieben. Dabei ist £ reell. Fiir die auBerordentliche Welle hat man ent-
sprechend

(43.5) E.= (E,.E,) = E(cos wt, —sinw?).

Beide zusammen ergeben eine linear polarisierte Welle, deren Polarisationsebe-
ne mit der y-z-Ebene zusammenfallt. Wegen der unterschiedlichen Brechungs-
indizes fiir die beiden zirkular polarisierten Komponenten sind ihre Phasenge-
schwindigkeiten verschieden, also auch ihre Laufzeiten ¢, und ¢_ vom Sen-
der A zum Empfinger B: Es gilt

b

B ds
(43.6) t, = [
S

v

+

WO Upp+ und vpp_ die Phasengeschwindigkeiten der beiden zirkular polari-
sierten Wellen sind. Dabei ist die Integration iiber den Weg von 4 nach B zu
nehmen. Die Laufzeitdifferenz ist

B
(43.7) br=t,—1. = [5(=) ds
a4 Uph
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mit
(43.8) (__—) = __1
Uph vph+ Uph.
Nun ist wegen vpp = c/N
(43.9) (—) —l— -1 (N.—N)
vph c c * -
Nach Gl. (43.2) und (43.3) bekommen wir
2
2 _ 9P, Yee
(43.10) &N 7 2 o

Wenn w so grof ist, daB N~ 1 ist, folgt mit § N2 =2N - 8N

2

wp (Oge
43.11 =
(43.11) BN = — It
und wir erhalten

1 wP wge

3.1 - =

(43.12) ; {

Um den Effekt des Laufzeitunterschiedes zu diskutieren, stellen wir den
elektrischen Vektor am Ort des Senders und des Beobachters in einer komple-
xen x-y-Ebene dar, setzen also fiir den elektrischen Vektor am Ort des Sen-
ders fiir die beiden Wellenarten

~

(43.13) E, = E,, +iE,, = E (cos wt +isinwt)=E-elw?,

—iwt

(43.14)  E_ = E,_+iE, =E (coswt—isinwn)=E-e

und fiir ihre Superposition
(43.15) E,+E_ = E (el + ¢~iv?),

Dieser Ausdruck beschreibt einen Punkt, der sich in der komplexen x-y-Ebene
periodisch mit der Frequenz w lidngs der (reellen) x-Achse hin und her be-
wegt. Das entspricht dem elektrischen Vektor unserer linear polarisierten Wel-
le am Ausgangsort. Am Ort des Beobachters wahlen wir den Anfangspunkt der
Zeit so, daR die ordentliche Welle wieder durch E e beschrieben wird. Die
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aufBerordentliche Welle hat dann demgegeniiber eine Phasenverschiebung von
6 ¢ = wét. Fiir sie gilt also

(43.16) E_=E, +iE, =FE ¢7iwt ¢,

Superponieren wir beide Wellen, so folgt

(43.17)  E,+ E_ = E (e +e7i9-100) = F omibwf2 (olwr' 4 gmiwr’)
t'=t+ 6p/2w.

Wieder pendelt die durch E, + E_ beschriebene komplexe Zahl auf einer Ge-

raden periodisch mit der Frequenz w hin und her. Gegeniiber der urspriing-

lichen Polarisationsebene ist die neue Polarisationsebene aber um &¢/2 ge-
dreht! Der Drehwinkel ist

B
(43.18) 5a=8—2£ = 62t'w=—zlc?pr2wgeds.
A
Wegen
) 4me*n, eB
(4319) Wp Wge = — *

Mg Mg+ C
ist der Integrand in Gl. (43.18) proportional zu B n,.

Wenn man also eine Quelle hat, die linear polarisierte Strahlung aussendet,
dann gibt die Drehung der Polarisationsebene Aufschluf} iiber das mit der Elek-
tronendichte gewichtete mittlere Magnetfeld. Dazu ist es nicht notig, da man
die urspriingliche Richtung der Polarisationsebene kennt. Wie man aus G1.(43.18)
ersicht, ist der Polarisationswinkel am Ort des Beobachters frequenzabhéngig
wie w™2; es geniigt also, den Polarisationswinkel in zwei Frequenzen zu mes-
sen, um das Integral in Gl. (43.18) zu bestimmen. Die durch ein Magnetfeld
hervorgerufene Drehung der Polarisationsebene nennt man den Faraday-Effekt
oder die Faraday-Rotation.

In der Astrophysik wird der Faraday-Effekt zur Messung interstellarer Ma-
gnetfelder benutzt. Geht man von w zu Ap,, der Wellenlidnge in Metern, iiber
und mifit man ds wieder einmal in Parsec, B in Gaufl und n, in cm™3, s0
folgt die Gleichung fiir das sogenannte Rotationsmay R M :

B
(43.20) RM = f\—"‘; = 811X 10° [ neBds.
m
A
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Wir haben diese Formel nur hergeleitet fiir den Fall, dafs Magnetfeld und Seh-
strahlrichtung parallel sind. Im Fall eines nichtparallelen Feldes mul man B
durch die zur Sehstrahlrichtung parallele Komponente des Feldes By ersetzen.
Das Vorzeichen wird dabei so gewihlt, da® RM <0 ist, wenn B vom Beob-
achter weggerichtet ist.

Zur Bestimmung des Rotationsmafdes ist also die Richtung der Polarisation
der ankommenden Welle fiir zwei benachbarte Wellenldngen zu bestimmen.
Fiir den Crab-Pulsar NP 0532 beispielsweise erhdlt man RM = —25. Das in
Gl. (40.7) definierte Dispersionsmal DM war fiir dieses Objekt 56.9. Defi-
niert man ein iiber die zuriickgelegte Wegstrecke gemitteltes Magnetfeld EII
durch

B B
(43.21) By = [ Byneds /f ne ds,
A A
dann wird wegen Gl. (43.20) und (40.7)
= -¢ RM
3 6 —_
(43.22) By = 123X 107 0.

Fiir den Crab-Pulsar erhilt man demnach B ~ 5 X 1077 Gauf.

Es ist sehr schwer, aus Messungen des Rotationsmafies allein Information
iiber das wirkliche Magnetfeld zu erhalten. Man braucht eine Quelle, die linear
polarisierte Strahlung emittiert. Das sind aber meist Quellen, die Synchrotron-
strahlung aussenden, also Strahlung, die von relativistischen Elektronen her-
riihrt, die in einem Magnetfeld gyrieren. Dann muf8 man aber erwarten, dafy
bereits am Entstehungsort ein wesentlicher Beitrag zu dem im Ausdruck
(43.20) fir RM auftretenden Integral geliefert wird. Zum andern gibt die im
Ausdruck fiir B, auftretende Wichtung iiber n, weitere Probleme. Man lert
aus By nichts iiber das Magnetfeld an sich, sondem nur iiber das Feld an den
Stellen, an denen die Elektronendichte grof ist. SchlieBlich 16schen sich lings
des Sehstrahles hintereinanderliegende Felder entgegengesetzter Richtung in
ihrem Beitrag zu RM aus.

Uberraschenderweise gibt auch die Ionosphire einen merklichen Beitrag zu
den gemessenen Rotationsmafien kosmischer Objekte. Mit einer Dicke von
s =3X 10" cm ~ 107 pc, einem Magnetfeld von 0.3 Gau8 und einer Elektro-
nendichte von n, = 10° liefert die Ionosphire

(43.23) RM=~8.11X 10° - n By s = 2.43.
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Der Winkel § &, um den sich die Polarisationsrichtung beim Durchgang durch
die Ionosphire dreht, ist demnach bei einer Wellenldnge von 3m:

(43.24) §a = RM -\l = 22.

Dreieinhalbmal dreht sich die Polarisationsrichtung um 360°! Man mif$t natiir-
lich diese Drehung nicht direkt, sondern nur differentiell mit Hilfe zweier be-
nachbarter Wellenldngen.

Demgegeniiber ist der Beitrag der Ionosphire zum Dispersionsmaf} vernach-
lassigbar:

(43.25) DM = ngs = 1075.



Kapitel VIII
STATISTISCHE THEORIE

Unser bisheriger Kurs durch die Plasmaphysik war eine stufenweise Ver-
besserung der Beschreibungsweise: Im mikroskopischen Bild des ersten Kapi-
tels untersuchten wir die Bewegung einzelner geladener Teilchen im elektro-
magnetischen Feld. Eine erste makroskopische Beschreibung lieferte dann die
Magnetohydrodynamik. Obwohl dort das Plasma auf naive Weise als ein homo-
genes Medium betrachtet wurde, hatte diese Theorie schon eine groffe Anzahl
von Anwendungen und lieferte die Erklarung fiir viele Phinomene der Plasma-
physik. Die Zweikomponententheorie schlieBlich beriicksichtigte schon, daf
ein Plasma aus Ionen und Elektronen besteht. Dadurch wurden neue Eigen-
schaften des Plasmas sichtbar, die in der Magnetohydrodynamik noch nicht
auftreten. Den besten, aber auch schwierigsten Zugang zum Verstindnis der
Physik geladener Gase liefert die statistische Beschreibungsweise: Man geht
von der Physik der einzelnen geladenen Teilchen aus und bekommt dann die
makroskopischen Eigenschaften des Plasmas durch geeignete Mittelung iiber
sehr viele Teilchen. Wenn heutzutage nach neuen Ergebnissen der Plasmaphy-
sik geforscht wird, geschieht das fast immer im Rahmen der statistischen Theo-
rie. Wir konnen im Rahmen dieses Buches nur eine kurze Einfiihrung in die
statistische Theorie und einige ihrer wichtigsten Aspekte bringen. Der Zugang
zur statistischen Theorie des Plasmas ist ganz dhnlich wie der zur statistischen
Mechanik fiir neutrale Gase.

§ 44. Phasenraum und Verteilungsfunktion

Jedes Teilchen kann man durch seine drei Orts- und seine drei Geschwindig-
keits- bzw. Impulskoordinaten vollstindig in seinen mechanischen Eigenschaf-
ten beschreiben. Wir fiihren einen abstrakten, 6dimensionalen Raum, den Pha-
senraum, ein. Seine Koordinaten sind die drei (verallgemeinerten) Ortskoordi-
naten ¢, ¢,, q3 und die drei (verallgemeinerten) Impulskoordinaten p,,
P2, p3. Jedem Teilchen entspricht also eineindeutig ein Punkt im Phasenraum:

(44'1) Q = (ql,‘th3,pl,P2,p3) = (q,P)-

Besteht ein Plasma aus NV Teilchen, so wird sein Zustand also durch NV sol-
cher Punkte im Phasenraum beschrieben.
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Es gibt grundsitzlich noch einen anderen Ansatz zur statistischen Mechanik,
den man nicht mit dem obigen Ansatz verwechseln darf: Dazu fiihrt man einen
6N-dimensionalen abstrakten Raum ein; der Zustand des ganzen Systems ist
dann durch einen einzigen Punkt in diesem 6/V-dimensionalen Raum charakte-
risiert. Wir wollen hier jedoch den ersten Weg wihlen.

Wihrend sich ein Teilchen durch den Raum bewegt, verindern sich seine
Koordinaten und Impulse. Entsprechend bewegt sich auch der Bildpunkt des
Teilchens im Phasenraum. Wir definieren eine Geschwindigkeit im Phasenraum
durch den Sechser-Vektor

(44.2) c=%=(£‘dftﬂ,9ﬁz dgs dp, dps dps

dt’ dt 7 dr’ dt

Weiterhin sei f(q,p,t) eine Dichtefunktion im Phasenraum in dem Sinne,
dafl

(44'3) f(q,P,t)d(h '--dp3
die Zahl der Bildpunkte im Volumen

(44.4) @1,91 +dq1), ... ,(p3 P3t+dp3)
angibt. f(p, q,t) heift die Verteilungsfunktion des betreffenden Gases. Fiir

die Stromung der Bildpunkte im Phasenraum kann man — in Analogie zur drei-
dimensionalen Hydrodynamik — die Kontinuitdtsgleichung aufstellen:

(44.5) g—’;— + Ve - (fC) = 0.

Dabei bedeutet 1V, - C die sechsdimensionale Divergenz der Form
3
(44.6) ve-C=> (S

Mit der entsprechenden Definition eines Gradienten

(44.7) v6f=(a—aéf—l,...,§—lf;—3)

148t sich dann die Kontinuititsgleichung (44.5) auch in der Form
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(44.8) g{ +C- Ve f+[Ve- c—df + £V, -C=0
schreiben. Wie bewegen sich nun die Bildpunkte durch den Phasenraum? Fiir

die Bewegung von Teilchen im elektromagnetischen Feld gelten die Hamilton-
schen kanonischen Bewegungsgleichungen

dp, _ _ OH dgq, _ 3H
dt dq,> dt ~ ap,’

(44.9) v =123

Dabei ist H die Hamiltonfunktion fir die Bewegung eines Teilchens im Feld.
Wenn w die dreidimensionale Koordinatengeschwindigkeit eines Teilchens
der Masse m und der Ladung Ze ist, so lautet die Hamiltonfunktion

(44.10) H—z—in—(mw—é‘?—A)2+Ze¢

Dabei ist ¢ das elektrische Potential, das zusammen mit dem durch B=V X4
definierten Vektorpotential der Beziehung

(44.11) E=—-—----V¢

geniigt (siche z.B. Landau/Lifschitz 1971).
Wegen der Hamiltonschen Gleichungen (44.9) verschwindet nun in

34q, 3 ,op,
(44.12) - C= Z [3% ( g ) ap, ( apt )]

jeder Summand einzeln; es gilt also die Beziehung
(44.13) Ve - C = 0.

Das ist der Liouvillesche Satz; mit ihm folgt aus der Kontinuititsgleichung
(44.8)

df _ of -
(44.14) A at+c Vs f = 0.

Fiir den mitbewegten Beobachter bleibt die Dichte der Bildpunkte im Phasen-
raum also konstant, das Substrat der Bildpunkte verhilt sich wie ein inkom-
pressibles Medium.
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Kennt man die Verteilungsfunktion f(q,p, ), so hat man damit schon ei-
ne ganze Menge von Informationen iiber den Zustand des Gases. Beispielsweise
ist

+ oo
44.15) ([ fla.p.0dp = n(q.1), ¢°p=dp, dp; dp;

die normale, bisher benutzte Teilchenzahldichte, die natiirlich noch eine Funk-
tion des Ortes und der Zeit ist. Durch Mittelung iiber alle Teilchen kann man
damit Mittelwerte auf folgende Weise definieren: Es sei a (q, p, t) eine belie-
bige Funktion im Phasenraum, dann definieren wir als ihren Mittelwert iiber
alle Teilchen:

1
n(q,?)

+ o
(44.16) @ (g,0) = [[[ e@p.0"f@p.0¢p.

Damit diese Integrale iiberhaupt existieren, miissen die beteiligten Funktionen
natiirlich im Unendlichen geniigend stark abfallen.

Die makroskopische Geschwindigkeit eines Gases erhilt man durch Mitte-
lung iiber die mikroskopische Teilchengeschwindigkeiten:

+ oo
@17 v @0=1 [[[ w@p0r@p.) Ep.

Auf diese Weise kann man im Prinzip alle makroskopischen Gréfien eines Gases
aus seinen mikroskopischen Eigenschaften herleiten.

§ 45. Die Vlasov-Gleichungen

Die oben eingefiihrten Koordinaten und Impulskomponenten eines Teil-
chens g, und p, missen den Bewegungsgleichungen fiir geladene Teilchen
geniigen, d.h., es muf} gelten

dp, _ dw,
ar - " ar

(45.1)

= Ze(E+cleB),,=K,,,
v=1,2,3

wobei w = (wy, w,,w3) die Koordinatengeschwindigkeit des Teilchens und
Z e seine Ladung sind. Wenn wir weiter die Bezeichnungen
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(. 92 9
5 ’ )’ VP—(apl’ apz’ apa)

(45.2) Vg = (
einfiihren, so konnen wir mit Gl. (45.1) und (45.2) die Kontinuititsgleichung
(44.14) auch in der Form

(45.3) %+(w-vq)f+(K-Vp)f=0
schreiben. Dabei haben wir die im Sechservektor C in Gl. (44.2) auftretenden
Zeitableitungen durch dg,/dt =w, und dp,/dt =K, ersetzt. K = (K,,K,,K3)
ist die Summe der elektrostatischen und magnetischen Krifte, die auf ein ein-
zelnes Teilchen wirken, K ist also eine sehr stark fluktuierende Funktion.
Strenggenommen miifite man also beispielsweise das elektrische Feld in Gl.

(45.1) durch Summation iiber die retardierten Potentiale aller Teilchen aus-
rechnen. Ahnlich wire fiir das Magnetfeld zu verfahren. Diese stark fluktuie-
renden Grofien sind unangenehm zu handhaben. Wir wollen statt dessen mitt-

lere Felder definieren, indem wir die Ladungen verschmieren: Wenn f, die
Verteilungsfunktion der Elektronen ist, dann ist

+ oo
(45.4) ne = [[[ fe(a.p.0) &p

ihre Anzahldichte, analog ist mit der Verteilungsfunktion f; der Ionen die
Anzahldichte n;

+ oo
(45.5) m = [[[ fita.p.0) &®p.
Dann ist die verschmierte Ladungsdichte gegeben durch
+ oo + oo
(45.6) o=Zeni—ene=Zeffffid3p—effffed3p.
Jetzt definieren wir ein mittleres elektrisches Feld E gemify

(45.7) Vy - E=4mo,

das wir der Einfachheit halber auch mit E benennen wollen. Die sich bewe-
genden Teilchen mogen also nicht die elektrischen Felder der einzelnen Teil-
chen spiiren, sondern nur das iiber alle anderen Teilchen verschmierte Feld.
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Bei dieser Verschmierung macht man wegen der grolen Reichweite der Cou-
lomb-Krifte nur einen kleinen Fehler. Bei Kriften, die mit der Entfernung
sehr viel stirker abfallen, also beispielsweise bei Molekiil- oder Kernkriften,
ist so eine Verschmierung nicht ohne weiteres moglich.

Ahnlich verfahren wir mit dem Magnetfeld. Wir definieren mit n, und n;
aus Gl. (45.4) und (45.5) und mit den mittleren Geschwindigkeiten

(45 %= [[lws. &

(45.9) v; nl, [[lwrep

eine mittlere Stromdichte
(45.10) j = e(Zn; vi—ne ve).
Auch hier bezeichnen wir der Einfachheit halber j mit j. Aus j it sich mit

(45.11) VXB = 40—”1'

das verschmierte Magnetfeld B berechnen.

Fiir ein einzelnes Teilchen mit der mikroskopischen Geschwindigkeit w er-
halten wir also als mittlere, geglittete Kraftdichte

(45.12) k= Ze(E+cleB).

Dann folgen mit

P I N T
an’ aWZ, aW3

(45.13) Viw =m %

aus Gl. (45.3) die Kontinuititsgleichungen im Phasenraum fiir Elektronen- und
Ionenkomponente einzeln:

0 fe

45.14) —

e 1
+ we - que_Z[(E'i';weXB)' Vwlfe=0,
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dfi z 1
(45.15) = + wi- qui+i[(E+?wiXB)° Ywl fi=0.

Dabei sind f,, f; die Verteilungsfunktion der Elektronen und der Ionen, we
und wj; ihre mikroskopischen Geschwindigkeiten. Gleichungen (45.14) und
(45.15) heiflen die Viasov-Gleichungen. Einzelstofe werden in diesen Glei-
chungen natiirlich nicht erfafdt, die Felder wurden ja durch die Integration
iiber d®p verschmiert.

Im nichsten Paragraphen werden wir zeigen, dal aus den Vlasov-Gleichun-
gen der Formalismus der Zweikomponententheorie folgt. Spater werden wir
weiter sehen, daf die Vlasov-Gleichungen Plasma-Phinomene beschreiben, die
in der makroskopischen Zweikomponententheorie nicht enthalten sind. Die
statistische Beschreibungsweise geht also iiber die makroskopische hinaus.

§ 46. Herleitung der Gleichungen der Zweikomponententheorie

aus den Vlasov-Gleichungen

Wir wollen jetzt zeigen, daf sich durch Integration der Vlasov-Gleichungen
(45.14), (45.15) die Grundgleichungen (31.1) und (31.2) der Zweikomponen-
tentheorie herleiten lassen. Das geht allerdings nur fiir unendliche Leitfahigkeit,
denn mit der Verschmierung der elektrischen und magnetischen Felder haben
wir die Wechselwirkungen einzelner Teilchen miteinander ausgeschaltet. Auf
der Wechselwirkung der Coulomb-Felder beim Voriibergang zweier Teilchen
beruht aber gerade die Reibung zwischen Elektronen- und Ionenkomponente
und damit der elektrische Widerstand des Mediums. Wollte man den Ohmschen
Widerstand des Mediums in der statistischen Theorie mitbehandeln, dann miif3-
te man beriicksichtigen, dat durch Voriiberginge einzelner Teilchen aneinan-
der die Geschwindigkeiten der Teilchen schnell um grofie Betrige gedndert
werden konnen. Dies wird in der statistischen Theorie durch einen Term auf
der rechten Seite der Gln. (45.14) und (45.15), das sogenannte ,,Stofintegral®,
beriicksichtigt. Mit seiner Hilfe (und mit geeigneten Niherungen) lassen sich
die Gleichungen der Zweikomponententheorie dann auch fiir endliche Leitfa-
higkeit herleiten. Wir beschridnken uns hier aber auf den einfacheren Fall un-
endlicher Leitfahigkeit.

Im folgenden setzen wir immer voraus, daf die Verteilungsfunktion f fir
beliebig hohe Geschwindigkeiten geniigend stark abfillt, so dafl die mit f* ge-
bildeten Integrale immer existieren. Diese Voraussetzung, die auch schon im
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vorletzten Paragraphen fiir eine sinnvolle Definition der Mittelwerte notig war,
wird beispielsweise von einer Maxwell-Verteilung fir f erfiillt. Es sei nun a(p)
eine beliebige Funktion des Impulses p (bzw. der Geschwindigkeit w). Dann
gelten die folgenden Hilfsformeln, wobei wir zur Abkiirzung die Schreibweise

+ oo
(46.1) JI] €p = [d¢p
benutzen:

of 2 o, .
(46.2) [a(p) 5 &b = Efaf @p = 5 (n).
Weiterhin gilt

Of 5, _ 9 3, = 0 o —

(46.3) [a@)py 55> &0 = 5= [apuf&€p = 5=y )

SchlieBlich benotigen wir noch eine dritte Hilfsformel. Durch partielle Inte-
gration ergibt sich

(46.4) [k 3= &p =[50 @k, ) Ep— [ £ 55~ (@ak) &p.

Fiihren wir die Integration iiber dp, im ersten Integral der rechten Seite aus,
so ergibt sich wegen der bestimmten Integration von p, = — o0 bis + oo

+ oo
@6s)  [[ [(ako),, ., —(akf),  _]dpudpa, NEur.

Da die Verteilungsfunktion jedoch fiir p, - + o stark verschwinden sollte,
verschwindet auch der Beitrag dieses Integrals. Das liefert die Hilfsformel

(46.6) [a)k, 595; &p = —

Es seien k, die Komponenten der Kraftdichte kK von Gl. (45.12). Dann gilt

o0k
(46.7) . v 1 akv _ Ze 0
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denn die v-te Komponente des Kreuzproduktes enthilt nur Komponenten
wy By mit u# X% p. Wir erhalten dann aus der Hilfsformel (46.6)

(46.8) [a)k, F $Bp=—nk

Wir betrachten zunichst nur das Elektronengas und integrieren dazu Gl.(45.14)
iiber d® p (von — 0 bis + o). Damit die Gleichungen nicht zu uniibersichtlich
werden, lassen wir im Folgenden den Index e fortfallen, schreiben also fe=1
ne=n, we=w und m, =m. Unter Anwendung von Gl. (46.2) mit a=1
ergibt sich dann aus dem ersten Term

9 9
(46.9) T, = [ a{ #p =35

Ebenso bekommen wir aus dem zweiten Term mit Gl. (46.3) und a =1

3
(46.10) = [ v rep=p [ by g &

v=1

w, = Vq nv,

v=1

(46.11) w=1v= % [wrdp

die makroskopische Geschwindigkeit des Elektronengases ist. Auf den dritten
Term schlieBlich wenden wir in analoger Weise Gl. (46.8) mit a=1 an; er lie-
fert keinen Beitrag, da 8a/dp, = O ist. Es bleibt also

(46.12) g—': + Vqonv =0.

Das ist die Kontinuitétsgleichung fiir die Elektronen-Gaskomponente in der
bisher bekannten Form. Die Kontinuitétsgleichung (45.14) des Phasenraumes
reduziert sich also durch Mittelbildung auf die normale makroskopische Kon-
tinuitédtsgleichung,

Um die Bewegungsgleichung fir das Elektronengas zu erhalten, multiplizie-
ren wir jetzt Gl. (45.14) mit p, = m w,, und integrieren wieder iiber d*p.
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Durch Anwendung von Gl. (46.2) mit @ =m w,, auf den ersten Term ergibt
sich direkt

a )
(46.13) T, =fmw,,5'§d3p= 57 (nmvy).

Ebenso folgt mit Gl. (46.3) aus dem zweiten Term
2 9
(46.14) T2=fm wy(w+ V) fd®p = #Zl 5q—ﬂ (nmwy,wp).

Schlieflich liefert die Integration des dritten Termes

3
3 1 . _ of 3
(46.15) Ts=e [w,[(E+_ wXB) Vw]fdf‘p—ﬂglfmwuk#apudp.

Unter Benutzung von Gl. (46.8) mit ¢ =p, =m w, und

6.16 omwy _ 8
(4 . ) ap'u - My
erhilt man daraus
(46.17) T, = —nk, = —eff(E+cl wX B), &®p.

Da E und B als verschmierte, makroskopische Felder nicht mehr von der
Geschwindigkeit abhidngen, ist nach Gl. (45.8)

(46.18) nk,=emk + = v XB),.
c

Fafit man die obigen Ausdriicke flir die Terme zusammen, so folgt mit q, = x,

3
(46.19) i%(nmv,,) + Z

9 S 1
M_IE (nmw,w,) + en(E+zv)<B),,=0.

Wir spalten nun die mikroskopische Geschwindigkeit w der Elektronen in den
mittleren makroskopischen Anteil » und den fluktuierenden Anteil u auf:

(46.20) w=uv+u.
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Dann ist # =0 und aus w, w,, in Gl (46.19) wird

(46.21) WoWy = Ul syt Uy oy
=00, tuu,

denn es ist

(46.22) Uyu, = v,u,=0, Vyu, =uvu, =0

Definieren wir weiterhin den Tensor

(46.23) I1 gy = MM Uy Uy,

so geht mit der Kontinuititsgleichung (46.12) die Gl. (46.19) iiber in

ov, v, P
(46.24) nm or + ZlnmvM g-x—-# + z ——II
M:

+en(E+clvx3),, =0

oder

dv,
dt

3
3 1 :
(46.25) nm + MZI axMHw+en(E+c vX B), = 0.

Die fluktuierenden Komponenten u,, und u, sind fir v ¥ u nicht miteinan-

der korreliert. Dann ist aber u, u, = u, * u, =0 fir v+ u. Damit bleibt
= 2

nur [T, =nm u,®6,,.

Nehmen wir jetzt wie in der Zweikomponententheorie die statistische Be-
wegung der Teilchen als isotrop an (vgl. § 33), so folgt u> =u,’ =u;’ und
daher u,?=(u{ +uj +u3})/3=u?/3. Damit gehtII,, iiber in

(46.26) m,, = —;—nm & 5,
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Damit bleiben vom Tensor II, o nur drei untereinander gleiche Hauptachsen-
komponenten iibrig; der Tensor wird zum Skalar. Die Vektordivergenz in
Gl. (46.25) geht dann in die v-te Komponente eines Gradienten iiber:

22 29 l — a 1 =
2 2 2 (2 2 -9 1 2
(46.27) 2 axu E= ox, 3 nmu®8,,) ox, ( 3hmu ).

Nun ist aber mu%2 die mittlere kinetische Energie der statistischen Bewegung
der Elektronen, als gleich 3 k T/2; der obige Skalar ist also der isotrope Gas-
druck P des Elektronengases:

(46.28) nm, =5, -

pp = Oyt nmut =8,,nkT=25,,P.

W | —

Fassen wir damit alle drei Komponenten (v = 1, 2, 3) der Gl. (46.25) zusam-
men, so bekommen wir

(46.29) nmg—:’+ VP+en(E+clv><B)=o.

Das ist die makroskopische Bewegungsgleichung fiir das Elektronengas. Ebenso
kann man die Kontinuitdtsgleichung und die Bewegungsgleichung fir das Ionen-
gas herleiten. Aus diesen makroskopischen Gleichungen lassen sich dann — wie
in frilheren Kapiteln gezeigt — die gewohnliche Bewegungsgleichung des Gases
sowie das Ohmsche Gesetz herleiten. Je nach den Voraussetzungen, die man
dabei macht, bekommt man dabei das gewohnliche Ohmsche Gesetz der Ma-
gnetohydrodynamik oder das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz der Zweikom-
ponententheorie. Damit ist gezeigt, da} die Vlasov-Gleichungen im Phasenraum
die frilheren Grundgleichungen der Zweikomponententheorie enthalten. Aber
sie enthalten noch mehr!

§ 47. Storungstheorie

Jetzt wollen wir zeigen, da3 die statistischen Vlasov-Gleichungen mehr In-
formation iiber das Plasma enthalten als die friheren makroskopischen Glei-
chungen. Dazu betrachten wir noch einmal elektrostatische Wellen im Plasma
und machen eine Stérungstheorie dhnlich wie bei der Untersuchung der Plas-
mawellen in § 38. Wir werden neue, feinere Einzelheiten aus der statistischen
Theorie bekommen. Insbesondere werden wir sehen, da} die Plasmaschwingun-
gen in Wirklichkeit geddmpft sind. Die Dimpfung, die nach dem Physiker Lan-
dau benannt ist, werden wir anschliefend im ndchsten Paragraphen behandeln.
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a) Voraussetzungen

Der Einfachheit halber nehmen wir das Ionengas als ruhend an und betrach-

ten nur die Elektronen-Komponente iiber dem positiven Untergrund. Es gilt
also

0

=

47.1) Vafi=0, =0,

@

t

wihrend mit fe =f, m, =m und w, =w die Vlasov-Gleichung fiir die Elek-
tronenkomponente lautet

of . _e 1 . =
(47.2) o1 +(w- Vrf m[(E+cWXB) Vwlf=0.
Alle folgenden Rechnungen beziehen sich nur auf das Elektronengas. Wie in

der Theorie der Plasmawellen denken wir uns B, E und jetzt weiter auch f
aus einem stationdren Anteil und einer Storung zusammengesetzt:

(47.3) B=B,+ B,
(47.4) E = EO + El N
(47.5) f=fot fi.

Im ungestorten Fall sei kein elektromagnetisches Feld vorhanden, also ist
(47.6) Bo =0, Eo =0.

Weiterhin setzen wir den ungestorten Anteil f, als rdumlich und zeitlich kon-
stant an, d.h.

_ 9fo _
(47.7) Vafo =0, a—t" = 0.

Ferner nehmen wir an, dad im ungest6rten Fall kein Strom flieRen moge. Die
mittlere Geschwindigkeit v, der Elektronen relativ zur (ruhenden) Ionen-
komponente verschwinde. Also ist

-1 3, =
(47.8) vy = noffowd p = 0.

Die Elektronen mogen so eine Geschwindigkeitsverteilung haben, daf3 f(w)—>0
fir | w| -0, Natiirlich ist
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(47.9) Vw fo ¥ 0,

wenn man vom trivialen Fall f, =0 absieht.

b) Storungsgleichung
Unter Vernachlissigung der Terme 2. Ordnung folgt aus Gl. (47.2):

(47.10) aa’;‘ + (W Vhf = [(E1 +clw><Bl)° Vwl1/fo-

Das ist eine partielle Differentialgleichung, linear in den Storgrofen f,, B,
und E,. Fiir unabhingige Variablen, die — wie in unserem Fall ¢ und q —
nicht explizit in den Koeffizienten auftreten, kann man einen Exponential-
ansatz machen. Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir nur eindimensionale
Storungen (in x-Richtung) an. Dann filit der Magnetterm fort, da w X B,
keine Komponente in x-Richtung hat.

Also ist

(47.11) (WX By)* Vufo = O.

Wir versuchen also den Losungsansatz

(47.12) Hi = f(wx) exp (—iwt + ilx),
(47.13) fo = fo(wy),
(47.14) Eyx= Ex - exp(—iwt+ilx).

Die Storamplitude Ex setzen wir dabei als konstant an. Statt w, schreiben
wir jetzt einfach w. Die Differentialgleichung (47.10) liefert dann

~

(47.15) —iwf +iwl] = df"

£F
m

Hier tritt links die Storung f der Verteilungsfunktion auf, rechts die Stor-
amplitude E, des elektrischen Feldes. Um zu einer Dispersionsrelation zu
kommen, brauchen wir noch eine zweite Beziehung zwischen f und E Sie
folgt aus

(47.16) V-E=ilE, = 4To.
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Im eindimensionalen Fall gilt

+ oo

(47.17) 0=eZni—en, = eZnj—e f (fo + f1)dw.
Da im Gleichgewichtsfall
+ oo
(47.18) eZnj—e [ fodw =0
gilt, bleibt
too
(47.19) 0= —e f feexp(—iwt+ilx)dw.

—o0

Einsetzen in Gl. (47.16) liefert nach Division durch den Exponentialfaktor

+ oo
(47.20) ilEy, = —4me [ fdw.

—o0

¢) Die Dispersionsrelation

Wir eliminieren nun f aus GL. (47.15):

ek, dfoldw

(47.21) f=—i Tm W

Durch Einsetzen in Gl. (47.20) erhalten wir schlieBSlich die Dispersionsrelation
fiir elektrostatische Wellen im Plasma ohne Magnetfeld

(47.22)

2 tee
4Te / dfo/dw dw = 1.

*m w—w/l

Friiher, etwa in § 39, war die Dispersionsrelation immer eine algebraische
Gleichung fir w und / mit Koeffizienten aus den ungestorten Gréfien. Jetzt
in der statistischen Theorie enthilt die Dispersionsrelation ein Integral. Wir
wollen die Gl. (47.22) noch ein wenig umformen:

Die ungestorte Teilchenzahldichte ist

+oo
(47.23) ny = f fo dw.
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Damit definieren wir eine normierte Verteilungsfunktion

(47.24) Fwy =L,
0
fiir die gilt
+oo
(47.25) [ Fdw =1

—o00

Ersetzen wir f, in Gl. (47.22) durch ny F und beriicksichtigen

2 _ 4méln,

(47.26) wp =y

so erhalten wir die Dispersionsrelation in der Form

2 4o
wp f dF/dw

w—cofl dw=1.

(47.27)

— 00

Sind F(w), wp und ! fiir eine Welle vorgegeben, so kann man mit dieser
Gleichung die Frequenz w und mit ihr die Phasengeschwindigkeit vy’ = w1
und die Gruppengeschwindigkeit v,, = dw/d! fiir diese Welle berechnen. Die
Dispersionsrelation (47.27) ist eine Verallgemeinerung der einfacheren Disper-
sionsrelationen, die wir bei der Diskussion der Plasmawellen im Rahmen der
Zweikomponententheorie erhielten (§ 39). Dort ergab sich einfach w = w2

fiir das kalte Plasma und

3kTI?
m

(47.28) w? = wp +

(k = Boltzmannkonstante) fiir das Plasma der Temperatur 7. Das Neue an der
Dispersionsrelation (47.27) ist, da man fiir verschiedene Verteilungsfunktio-
nen verschiedene Ergebnisse erhilt. In gewisser Weise hat man allerdings diesen
Effekt auch schon bei der alten Dispersionsrelation (47.28): Dort geht — indi-
rekt iiber die Temperatur — auch schon Information iiber die Verteilungsfunk-
tion ein.

Wir werden in § 49 sehen, daf die alte Dispersionsrelation im Fall einer
Maxwellverteilung eine Néherung fiir Gl. (47.27) ist. Neu an der Dispersions-
relation (47.27) ist, da sie auch fiir komplexes w nicht-singulire Lésungen
hat. Das fiihrt auf die Landau-Dampfung, die wir im néchsten Paragraphen be-
handeln werden.
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§ 48. Landau-Dimpfung

Wie schon gesagt, fiihrt die Dispersionsrelation (47.27) moglicherweise auf
komplexe Frequenzen w. Das bedeutet das Auftreten von gedimpften oder
angeregten Wellen. Wir werden sehen, daf der Betrag des Imaginirteils wy
von w klein ist im Vergleich zum Realteil wpg. Das war schon zu erwarten,
denn die Zweikomponententheorie lieferte in Gl. (39.14) einen reellen Wert
fiir w; wir konnen ihn als Ndherungswert benutzen. Dazu wollen wir das in
der Dispersionsrelation (47.27) auftretende Integral

dFjdw 1 *7 dFjdw
(48.1) I= f w- w/l w £ 1-wlw
genauer studieren.

Wir miissen zunichst einiges iiber die Form der Verteilungsfunktion ¥
voraussetzen: Fiir beliebig groe Geschwindigkeiten moge dF/dw so stark
nach Null gehen, daf} das Integral existiert. Das ist aus physikalischen Griin-
den fiir eine Verteilungsfunktion sinnvoll, man denke zum Beispiel an den
speziellen Fall einer Maxwell-Verteilung. Weiterhin habe F bei w=10 ein
Maximum, F moge also qualitativ der glockenartigen Form der Maxwell-
Verteilung dhneln und mége in guter Niherung symmetrisch um w=0 lie-
gen.

Der Verlauf der Funktion unter dem Integral (48.1) und damit die Werte
des Real- und Imaginirteiles des Integrals werden durch das Verhalten des
reellen Zihlers dF/dw und des komplexen Nenners w — w/I bestimmt. Das
charakteristische Verhalten der Realteile von Zihler und Nenner ist in Abb.
48.1 gezeigt. Der Zihler bestimmt in der Nachbarschaft der Nullstelle w = O,
der Nenner bei w = wy /I das Verhalten des Integranden.

Wenn nun diese beiden Nullstellen geniigend weit voneinander entfernt
sind, kann man das Integral auf folgende Weise approximieren: Es sei w* ein
Wert, der zwischen den beiden Nullstellen liegt, dann zerlegen wir das Integral
I in zwei Teilintegrale

“2 I=[..= ? ...++f...=11+12'

Zur Berechnung von I; beriicksichtigen wir hauptsichlich die Funktion
dF/dw und approximieren den Nenner in diesem Bereich nur grob, analog
beriicksichtigen wir zur Berechnung von I, den Nenner genau und machen
dort eine grobe Niherung fir dF/dw.
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L I

Abb. 48.1 Beitrige zum Integral in Gl. (48.1). Im oberen Teil die Verteilungsfunktion F,
deren Ableitung (im unteren Bild) den Zihler des Integranden gibt. Die ge-
strichelte Kurve stellt den Realteil des vom Nenner herriihrenden Beitrages
dar. Die Extrema dieser Kurve gehen mit verschwindendem wy nach .
Zur geniherten Integration wird das Integral in die beiden Teile I; und I,
aufgespalten.

Fiir diese Naherung miissen natiirlich die beiden Nullstellen des Realteils
des Integranden geniigend weit getrennt sein. Fiir eine vorgegebene Breite der
glockenférmigen Kurve von F um w=0 mf also wg// hinreichend grof
gegen {w] sein. (Diese Breite der Kurve ist im Fall einer Maxwell-Verteilung
ein Maf fiir die Temperatur des Plasmas. Fiir die hier vorliegende allgemeine-
re Verteilungsfunktion F ist die Temperatur nicht definiert). Das heifit aber,
I muf geniigend klein, die Wellenldnge der Storung geniigend grof8 sein. Durch
eine geeignete Wahl von [ ist das immer erreichbar.

Wir berechnen nun zunichst den Beitragvon /. In dem Bereich, wo
dF/dw wesentlich von Null verschieden ist, gilt

(483)  |wl<lwl/l bzw. |Ww| <1,

der Nenner kann also entwickelt werden:
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@4y -2t BB,

Damit folgt

(48.5) 1,=—— f—d +— f—wdw+

+—dew2d+——f w3 dw + .

Dabei haben wir die obere Integralgrenze wieder durch + o ersetzt, in der
Hoffnung, da} wir keinen grofien Fehler machen. Partielle Integration liefert

2 *e
(48.6) 11=——[F]*°°—;—[F 4= [ Fw

£ [Fw?]™ + L, +fme dw
wa —oo w3 J

I /4
L e
w w

2 37Fw2dw+...

Wir beachten nun, daB F, Fw, Fw? und Fw® im Unendlichen verschwin-
den und daf das Integral iiber Fw verschwindet, weil Fw im Bereich um
w= 0 eine ungerade Funktion ist und erhalten bis auf Terme hoherer Ord-
nung

12 N

@487 I, = ,_,(1+3—-w ).

Wir berechnen jetzt den Beitrag von I,.

Wir nehmen an, daf sich die Funktion dF/dw in der Nihe von w/I nicht
mehr viel dndert und erstrecken das Integral I, von (w/l) —e bis (w/l) + ¢,
wo € eine positive Zahl ist (vgl. Abb. 48.1):

(w/h+e
dw
(48.8) 12—( )wwﬂf —y (dw J,

w=w/l
(w/D—e

wobei wir fiir das Integral die Abkiirzung J eingefiihrt haben. Durch Erweite-
rung mit dem konjugiert Komplexen des Nenners im Integral J ergibt sich



$ 48. Landau-Dimpfung 287

(wr/D+e

dw _ dw
(48.9) J = f w—wfl f w—wgr/D) —iwy/l

(wRr/D—e

(w— wr/l) oy dw
(w—wr/D* + (wi/D? dwt I f(W — wr/D* +(wr/D)?

= Ji + Jy .

Dabei haben wir der Ubersichtlichkeit halber die Integralgrenzen nicht immer
hingeschrieben. Mit x=w ~wg/l und a=w;/l hat J; die Form
+e

x dx
(48.10) Jy = f;mz—

—€

J verschwindet also, da x eine ungerade Funktion ist. Es bleibt das Integral
+e€

1 X
[a arctana]

—€

iwl

. +e
=4
@8.1) s = - fx2+a2 = -
—e

Da der Imaginirteil von w als sehr klein angenommen wurde (siehe Abb.
48.2), ist a klein und man kann die Grenzen * € nach too gehen lassen,
ohne am Wert des arctan viel zu dndern.

Wy

; (0

Abb. 48.2 Der Imaginirteil von w wird als klein gegeniiber dem R ealteil angenom-
men.

Also erhalten wir schlieilich

(48.12) J=1Jy = iwy/l* IMwy = iT-
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Der Wert des Integrals ist also in unserer Naherung unabhingig von wj. Eser-
gibt sich damit fiir den zweiten Anteil

—in (&
(48.13) L =im(3-)

w=w/l

Aus Gl. (47.27) und (48.2) folgt dann
wP2
(48.14) 7 I, +1) = 1.

Daraus ergibt sich die Dispersionsrelation in komplexer Form zu

2 2
wp W
12

2 2 12 -3 (4)2. ’
=wp +wp [3 5 w? + AT F (w/D].

W =wp [1+3Uw)? W] +

. dF
), T

(48.15) w/i

Sie wird nur durch ein komplexes w gelost. Da die Zweikomponententheorie,
in der w =wp war, bereits eine Niherung darstellt, setzen wir an

(48.16) w=wrtiw = wpt+dwg +iw,

wobei Swpr +1iwy nur eine kleine Stérung sein moge. Dann wird

(48.17) W’ =(wgptiw)® = wg +2iwgw; = wg +2iwpw;.
Setzt man das in Gl. (48.15) ein, so ergibt sich

2 Wiz . i
(48.18) wl%+2inwI=wp2[l+3#W2]+ Pl2 P'i"(g% .
P wp/l

Spalten wir diese Dispersionsrelation in ihren Real- und Imaginirteil auf, erhal-
ten wir schliefSlich die beiden Beziehungen

2
I — m wp wp
(48.19) (a)l% =w§ (1 +3:~;§ w?), wy = 7 wp I—Z”F'(—l-)

oder
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— m
(4820) wp = wp +312 W7, w,:——z—w—

w
von P () s

wobei vpn = wp/l die Phasengeschwindigkeit ist. Das ist die Losung der Dis-
persionsrelation, die mit einem Integral in der komplizierten Form (47.27) vor-
lag. Den Realteil von Gl. (48.19) kennen wir schon: Er entspricht der Disper-
sionsrelation (39.14), die wir in der Zweikomponententheorie fiir das nicht-
kalte Plasma kennenlernten.

Neu dagegen ist die Beziehung fiir den Imaginirteil, er bestimmt das zeitli-
che Verhalten der Stérung: Die Stérungen waren proportional zu

(48.21) exp (—iwt) = exp (—iwg?) * exp (wrt)

angesetzt. Man hat also bei wj > 0 Anregung der Stérung und entsprechend
bei w; <0 Didmpfung. Das Vorzeichen von w; wird aber nach Gl. (47.27)
von F' an der Stelle w/! bestimmt; fir F'(cw/l)> 0 ergibt sich also Anre-
gung und fir F'(w/l) <0 Dimpfung,

Ist F(w) die Maxwellsche Verteilungsfunktion, dann ist fiir alle w die
Bedingung dF/dw < 0 erfiillt, also auch fiir die Stelle w = w/l. Die Plasma-
schwingungen sind also geddmpft. Hier haben wir einen Effekt, den es in der
makroskopischen Zweikomponententheorie nicht gab! Die Ddmpfung, die
durch wy im Fall von F'(w/l) <0 gegeben wird, heiRt die Landau-Dimp-
fung. Die hier gefundene Dampfung hat nichts mit Reibung zu tun. Reibung
kommt ja durch den Impulsaustausch bei engen Voriibergingen (Stéfien) zu-
stande, diesen Austausch haben wir durch Verschmieren des elektromagneti-
schen Feldes ausgeschaltet. Die Landau-Dampfung ist etwas vollstindig Neues!

§ 49. Dimpfung und Anregung

In diesem Paragraphen wollen wir die im § 48 gefundenen Dampfungs- und
Anregungsmechanismen an zwei Beispielen diskutieren. Zunichst wollen wir
fur F' die Maxwell-Verteilung einsetzen und das dimpfende w; berechnen.
Die Maxwell-Verteilung eines Elektronengases fiir den von uns betrachteten
eindimensionalen Fall ist

(49.1) F= | 577 - exp(—mwi2kT)
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mit der Boltzmann-Konstanten k. Fiir das mittlere Geschwindigkeitsquadrat
kann man gemif der Formel

+ oo —_—

—ax® 2 - 1)z
(49.2) _fme Hdx = > ]/a
den Ausdruck
+ oo
—3 kT
49.3 2 = 2 =22
(49.3) -fm w* Fdw p-

bilden. Der Realteil der Dispersionsrelation liefert
(49.4) wp = wy + 32 kT/m

und der Imaginirteil mit wp/I~ Upp:
_ K wp 2 2m vph m . = 2
“r = 2 Ush T%T | kT | oXP (5 m Upn/2KT)

\/”wp

3/
2V2 (kT)

Mit der Debyeldnge (vgl. Gl. (34.10))

(49.5)

2
vp,? cexp(—m vpf,/Zk T).

2 3kT 3kT

- - 3kT 1

(49.6) Do =2netn = m wy
folgt

3/2 3

m - -3 V3
(49.7) G =D e’ = ()
Weiterhin ist wegen vpp = w/I = wp/l
2 2 2
MUph 1 m Wp 1 wp _ 3

(49.8)

kT ~ 2 kT 1P 2 3 ofDEP 2P DE-
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Setzt man die beiden letzten Beziehungen in Gl. (49.5) ein, so erhidlt man
schliefllich

__3|3mr ., _we | _
(49.9) wr==3V3 " pap exp (

3
2P Doz)’

Die dimensionslose Grofle wy/wp ist ein Maf fir die Stirke der Dimpfung,
Sie gibt die relative Anderung der Schwingungsamplitude wihrend der Schwin-
gungszeit 1/wp. Das Verhiltnis wy/wp hingt nur noch von der dimensions-
losen Zahl 1D, ab. Ist 1Dy <<1, d.h., Dy <<, so ist auch die Dimp-
fung klein. Bei /Do >>1 geht zwar die Exponentialfunktion gegen 1, der
Faktor davor aber gegen Null, so dafl die Dimpfung wieder klein wird. Dazwi-
schen hat die Dimpfung ein Maximum.

Fiir ein nicht zu heifles Plasma und geniigend grofe Wellenlingen der Sto-
rungen (! geniigend klein) ist wg nach Gl. (49.4) im wesentlichen gleich wp.
Dann ist nach Gl. (49.9)

F
I (%)m/i<o
a
P ———
WA w
‘F
(AR
oW
|
b |
wy w

Abb. 49.1 (a) Im Fall einer Maxwellverteilung ist d F/dw an der Stelle w = w/I
negativ. Schwingungen sind gedampft.

(b) Das ruhende Elektronengas wird von einer zweiten Komponente
mit der Geschwindigkeit wy > w/l durchstromt. Die Elektronen dieser
Komponente sind um w, Maxwell-verteilt. Wenn die Dichte der beweg-
ten Komponente hinreichend grof ist, dann wird d F/d w an der Stelle
w = w/l positiv. Es bilden sich dann Schwingungen aus.
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Wi
(49.10) —

)

D()a 13 P 2 12 D02

WR
wegen Dol <<1 eine kleine Zahl. Die Annahme in § 48, dafl w; << wg
ist, ist also gerechtfertigt.

Fiir das Auftreten des negativen, also dimpfend wirkenden cwy bei der
Maxwell-Verteilung ist entscheidend, daf® die Ableitung von F' an der Stelle
w = w)l negativ ist (Abb. 49. 1a). Wenn F' dort positiv wird, sollte man ent-
sprechend ein Anwachsen der Storung, also eine Instabilitit erwarten.

Das ist zum Beispiel bei einem Plasma der Fall, in das ein Strahl von Elek-
tronen mit hoher Geschwindigkeit eingeschossen wird. Die Verteilungsfunk-
tion der Elektronen bekommt dann zusitzlich zur um w = 0 symmetrischen
Glockenkurve der Maxwell-Verteilung einen Buckel. Es entstehen dann an-
wachsende Schwingungen der Wellenzahl /. Der Elektronenstrahl tritt in
Wechselwirkung mit dem Plasma und gibt iiber die Schwingungen seine Ener-
gie an das Plasma ab. Dieser Effekt heilt Zwei-Strom-Instabilitdt.

Wir haben damit wieder einen gegeniiber der Magnetohydrodynamik neuen
Effekt: Die Energieiibertragung vom Elektronenstrahl auf das Plasma geschieht
durch elektromagnetische Wellen. Reibung ist fir die Energieiibertragung nicht
notwendig, denn im Rahmen der statistischen Theorie hatten wir ja Stofe
(oder genauer gesagt, enge Voriiberginge) unberiicksichtigt gelassen.

Die Zwei-Strom-Instabilitdt wirkte sich zusdtzlich zur Wiirstchen-Instabili-
tit storend bei den Versuchen zur Konstruktion eines Fusionsreaktors aus:
Durch Stofionisation und Entladung werde in einem verdiinnten Gas ein Plas-
maschlauch erzeugt; der Entladungsstrom sorgt dann gleichzeitig fiir das Ma-
gnetfeld, das den Plasmaschlauch zusammenquetscht. Man erhilt die in § 24 a
behandelten Konfiguration. Nun haben aber schnelle Elektronen der Maxwell-
Verteilung eine besonders groie freie Wegldnge und stofien sich kaum mit den
Ionen und den langsamen Elektronen (der Stofiquerschnitt sinkt mit steigen-
der Geschwindigkeit).Wenn sie gegen die Richtung des elektrischen Feldes lau-
fen, konnen noch weiter beschleunigt werden, und da sie dann noch seltener
stoflen, konnen immer mehr vorher langsamere Elektronen schnell werden
(Runaway-Elektronen). SchlieBlich bilden sie einen Buckel auf der Maxwell-
Verteilung. Es kommt dann zur Zwei-Strom-Instabilitét.
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